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工 中 言 


1。 在 某 厂 意 闵 上 说 来 ，“ 数 目 验 ” 直 可 将 数 
学 上 鞭 常 所 研究 的 一 切 对 象 一 次 包括 介 去 ， 盖 除 
了 炎 何 学 中 之 钨 度量 的 部 分 外 ， 数 学 上 其 你 备 部 
分 鲜 有 不 是 根本 上 奥数 目 有 关 者 。 但 此 请 之 意 闵 ， 
芋 常 限 认 表 “ 整 ”数目 ( 正 , 负 , 零 ) 之 理 险 。 惟 
共 此 台 撩 加 限制 ， 蓉 整数 以 外 之 其 他 数目 ， 可 用 
整数 定 其 意义 ( 参 舰 第 四 篇 附 狼 一 ) ， 故 研究 建 识 
从 整数 上 之 全 部 理论 ， 仍 将 研究 及 差不多 公 部 数 
学 。 共 是 苏 常 限制 “数目 论 ” 租 关於 整 教之 “各 
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.是 ”者 ， 其 属性 及 用 运算 法 连 精 之 的 结果 亦 是 整 
的 。 故 可 许 用 加 ， 溅 ， 乘 众 任 何 整数 ， 而 除 则 葵 
许 用 截 整 数 其 商 航 整 者 。 除 亦 可 用 以 求 整数 癌 之 
方程 。 例 如 9355==62.151 十 23 ( 赴 : 数目 间 之 点 
序 篇 乘 号 ) 。 

故 凡 下面 用 “数目” 一笑 ， 所 指 者 是 “整数 ”; 
而 其 他 用 疾 ， 如 “因子 ”， 其 意义 亦 如 是 限制 。 

2， 如 是 限制 好 的 对 象 ， 车 正则 研究 之 ， 似 党 
开 首 时 先 一 论 整 数 概念 之 性 里 与 发 生 ， 关 从 整数 
及 用 入 的 到 算法 之 根本 定义 与 目 题 (postulate) 以 
及 到 和 “定律”, 等 等 。 但 此 则 至 浴 菜 程度 乃 是 研 
究 初 等 算术 之 理论 的 基础 了 。 

3。 这 训 假 定 一 些 初 等 算术 之 智 融 ， 而 开始 即 
研究 各 种 属性 ， 与 数目 之 因子 家 违 ， 篇 得 常 彼 中 
所 不 论 及 者 。 


IT 因子 


-全 , 定 并 “一 数目 除 其 本 身 有 太一 忆 外 没有 其 他 
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因子 者 ， 篇 质数 。 

5. 定理 ”质数 有 无 限 多 。 

[次 】 我们 征 须 促 遇 ， 能 有 一 质数 较 之 任何 已 
知 的 质数 篇 大 ， 令 设 已 知 的 质数 篇 jp。 则 试 沦 
N=92.8.5...p+1, 

状 此 六 之 首 项 篇 一 切 不 大 於 p 的 质数 之 积 。 由 
此 六 之 式 ， 可 见 从 太 篇 各 黎 所 说 任何 一 质数 所 
除 ， 炉 余 一 。 故 知 信之 每 一 贤 因 子 必 大 於 p。 因 
轨 必 有 一 或 多 雁 一 的 质 因 子 ， 故 已 证 明 可 有 一 大 
於 p 的 质数 “存在 。 然 此 与 “实际 上 求 得 ”一 大 
堆 -- 已 知 的 质数 2 的 质数 不 同 。 多 没 有 发 几 普 通 

求 之 的 方法 。 

此 定理 亦 可 如 是 说 法 : 不 能 有 最 大 的 质数 ; 或 
说 : 将 质数 依 此 大 之 次 序 排列 之 ， 每 质数 传 必 楼 
之 以 他 因数 ; 或 水 可 襄 : 质数 之 数 揪 限 。 运 硬 生 
说 法 风 同 。 

合 猜 想 过 每 一 偶数 乃 是 二 质数 之 和 ， 人 惟 未 猎 慎 
了 明 。 | 
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一 


6， 前 述 的 定理 二 千年 前 网 几 里 得 (Bwclii?) 已 
知之 。 十 九 世 起 时 ， 狄 利 希 荣 (Diriclze) 将 其 壮 
充 般 : 每 一 算术 航 数 其 首 项 与 公差 钴 公 因 子 者 ， 
其 内 含有 优 限 数 的 质数 。 

狄 氏 之 性 ， 所 用 数目 及 运算 法 非 吉 庄 所 彰 者 ， 
( 秦 观 前 工 节 ) ， 但 由 此 可 知 算术 上 的 命题 有 可 用 
“ 非 算术 的 ?” 瑟 忆 明之 者 。 

厅 某 友 硬 航 数 ， 此 定理 极 易 算术 的 证 明之 。 例 
如 般 数 

3,7,11,15,19,23，…4m 一 1 
含有 无 跟 数 的 质数 之 相 绪 。 和 欲 侠 明 此 ， 征 有 撩 指出 
对 於 每 一 质 素 p, 能 有 一 较 大 的 质数 作 人 一] 形式 
者 存在 。 斌 一 论 
和 =2(2.3.5.7…D) ~—1, 

於 此 括 弧 中 之 数 乃 是 一 切 不 大 於 2 的 质数 之 稿 。 
由 此 入 之 形式 可 知 2,3,… 2 等 族 质 数 均 非 W 之 因 
子 ， 故 之 一 切 质 因子 必 大 於 pe 

凡 奇 质数 之 形式 篇 4m 十 1 或 4%m 一 1。 二 数目 作 
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4n+1 形式 者 ， 其 积 亦 篇 4n 十 1 形式 。 但 信之 形 
这 篇 4m 一 1, 故 至 少 其 一 质 因 子 的 形式 必 篇 4 一 
1。 如 是 ， 已 评 朋 能 有 一 质数 作 此 形式 者 大 於 p 
存在 。 

仿 此 可 镑 明 以 下 级 数 人 有 扰 限 数 的 质数 : 

5,11,17,28,29,85...,6n—1,°. 

7 。 关於 轩 数 ， 便 有 许多 重要 普通 问题 已 研究 
过 。 酌 如 

(1) 决定 一 间隙 (interval) 内 所 有 质数 之 数目 。 

(2) 决定 一 大 座 一 已 知 质 数 的 质数 。 

(3) 夕 定 一 质数 ， 次 大 蕉 一 已 知 的 质数 者 。 

(4) 决定 一 已 知 的 数目 是 否 是 贤 数 ; 或 广 之 ， 
决定 一 已 知 数 之 因子 。 

过 些 问 题 均 信 未 有 普通 的 解决 。 

8。 求 因 子 之 最 简 的 方法 ， 和 共有 去 喜 验 。 但 翘 
须 用 质数 起 验 ， 而 比 中 ， 窗 须 其 平方 小 於 已 知 的 
数 者 。 於 大 的 数目 ， 此 法 殊 不 便 。 於 此 ， 粗 目 论 
中 所 得 结果 与 方法 有 许多 可 用 。 


8 数 蛤 

9. 一 千 遍 以 下 的 因子 表 已 有 出 版 。 杂 也 稍 
(Vienma) 学 院落 集中 有 稿 本 , 内 载 3,000,000, 至 
100,000,000 各 数目 之 因子 (此 稿 中 已 知 有 许多 
钳 识 ) 。 

10， 特 殊 的 数目 较 表 中 所 载 更 大 者 , 其 因子 亦 
已 有 求 得 。 例 如 有 法 多 角形 作法 理喻 (参观 第 狼 
篇 26 凶 ) 中 ， 极 须要 知道 22 "十 ] 是 否 一 质数 。 
已 明白 

225+1= 4,294,967,297 
~=641.6,700,417。 
没 有 一 数目 多 攻 二 十 黄 兆 位 着 ，22 "+1， 其 质 因 
子 篇 
2,748,779,069,441。 

11L， 定 闵 ”二 数目 除 一 以 外 扰 公 因子 者 篇 “ 互 
质 。” 每 个 对 人 於 其 他 篇 质数 。 

现 ， 定 六。 不 大 从 mn 而 对 於 m 篇 费 的 正 整数 之 
数 ， 名 篇 m 之 “ 丑 物 ”(totient) ,用 由 (mm) 表 之 。 如 
是 ， 
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$1) =1; $2) =1; $(3)=2; $(4)=2; 
$5)=4; $6) =2; $(7) =6; $(8) 一 4。 
裔 p 租 质数 ， $ (Pp) 一 2 一 Lo 

13， 问题 ” 试 决 定 $(m)。 

[解法 ] 设 j= 7990"， 崔 此 p,9,7,…%9 篇 
不 同 的 质数 ，a,2,c,…h 篇 正 整 数 。 设 由 壮 一 级 
数目 

1,2,38,4,5,..m —1,%, 
中 将 其 有 2 或 9 或 "等 符 因 子 的 各 数目 吻 出 ， 则 
所 余数 目 双 於 名 自 郎 篇 质 的 ， 而 其 数目 序 是 所 求 
的 质 物 。 

试 先 论 其 有 p 篇 因子 者 。 壳 些 是 p,2p,3p,… 
pe 其 数目 篇 地 ( 赴 : 计 了 是 一 整数 ， 因 p 
篇 nr 之 因子 。 仿 此， 以 锐 凡 用 分 数 式 吉 出 的 数目 
亦 是 整 的 ) 。 因 之 ， 此 数目 级 中 无 p 篇 因子 的 数 
目 ， 管 有 避 一 全 或 吉 (1 一 二) 个 。 广 癌 之 ， 可 
如 是 说 : 

福 题 ” 设 有 下 有 质 因 子 p， 则 1， 2，3，… 开 中 短 
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p 篇 因子 之 数目 共有 小 ( 1 方 ) 个 。 

其 裕 再 剔 去 有 4 篇 因子 的 数目 。 运 些 是 029… 
了 dg。 其 中 或 者 有 的 因 有 ?篇 因子 ， 已 淘 剔 去 。 
其 继 有 Pp 篇 因子 者 之 数目 ， 乃 是 无 有 p 篇 因子 的 
傈 数 1,2,3，… 灾 之 数目 。 照 贿 是， 可 知 此 数目 
是 时 (1 二)- 如 是 ,1,2,3,…m 中 揪 有 了 p 奥 9 


gq 
篇 因子 的 数目 ， 其 数 篇 


1 m 1 
"(2 

1 1 
0 
仿 此 ，7,27,37,"…"? 谐 数 有 ”篇 因子 。 其 中 或 
者 有 以 了 和 与 9 篇 因 子 者 。 至 其 没有 者 之 数 ， 则 是 
无 有 了 与 9 篇 因子 的 傈 数 序 1,2,3,… 闻 之 数 。 

M (1 1 
由 前 面 结果 ， 此 数 是 空 (1 一 二) (1 一 地)。 故 1 
2,3, “Mm 中 所 有 不 能 用 DP,97 除 的 数目 ， 其 数 


起 
2 A 2 
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a ( 
此 方法 ， 可 推 及 之- 一切 质 因子 。 才 是 所 余 者 
与 m 篇 互 质数 故 得 


en) 

[ 附 戳 ) (了 ) 荨 常用 “数学 的 银 钠 法 ”以 推 规 至 
於 mn 之 一 切 质 因子 ， 邹 是 ， 凡 如 前 一 各 结果 适用 
其 任何 上 个 mn 之 不 同 的 里 因 子 ， 此 项 辕 果 於 w 之 
8 十 工 个 奖 因 子 亦 适用 ， 邵 已 渝 过 的 1 个 上 加 一 。 
因此 项 结果 其 一 ， 二 ， 三 个 因子 已 竹 明 ， 故 蕉 四 
个 因子 亦 可 用 ， 蕉 是 五 钻 ， 六 个 等 均 可 用 ， 而 扒 
及 至 截 一 切 因子 。 

(2) 信访 者 於 普通 的 m 咸 有 困难 ， 则 可 先 从 事 
一 一 个 特例 ， 如 60=22.3.5, 48=24,3, 55=:5. 
11 筹 ， 然 后 推广 之 。 其 他 处 所 亦 可 如 此 。 若 不 
多 从 事 蕉 特例 工作 ， 必 不 能 学 好 ， 而 当 普 通 理论 
不 明白 时 ， 须 常常 求助 从 特例 。 

14， 问 题 ” 求 任何 一 数目 m 之 一 切 因子 之 和 。 


[解法 ] 珊 吧 = p92， 骸 此 p19,7……9 篇 
不 同 的 质数 ，a;0c…7 篇 正 北 数 。 设 mn 之 一 切 因 
子 ， 一 与 mm 自身 亦 包 在 内 ,篇 dayda,da…dx， 而 
裔 di 十 dz 十 十 dp 三 S(m)o 

m 之 每 一 因子 ， 其 形式 篇 d= 2 009 多 於 
此 a',5 ,cL 可 篇 任何 以 下 值 之 结合 : 

a'=0,1,2.0; b=0,1,2,.b; .ol'=0,1,2.…1, 
”反之 ， 凡 此 形式 的 式 乃 是 因子 。 

又， 每 一 此 形式 的 式 遇 见 一 次 , 亦 窗 遇见 一 次 ， 
篇 以 下 之 积 之 项 ， 而 此 积 钨 有 他 项 : 

P=(1 十 Pp 十 所 十 十 PD (T 十 9 十 9 十 十 9 
(1 上 ?十 吧 十 … 十 轨 。 故 忆 帮 是 雍 4 之 和 ; 但 P 之 

一 因子 是 一 紫 何 般 数 ， 因 得 : 


ol go 1 tll 
p—1 gqg—1 wi? 
53 一 


例 (TD 因 中 = 下 S(25) = 号 二 了 =31。 


(2) 因 72=25.32，8(72) = 2 二 1 。3 一] 


Sm) = 


一 15.18=195。 
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(3) 因 100,800=2°,32,52.:7，S(100,8C0): 


=2—1.3—1.6~1,.7 -1 17, 
2-1' 3-I 51 7-1 


18.81.8= 400,443。 四 

巧 . 定 闵 一 数目 等 从 其 一 切 因子 ( 除 自身 ) 之 
和 者 ， 篇 “ 完 数 。” 例 如 6 与 28 是 完 数 ， 因 6=3 
+2+1, 28=14-4+7+4 十 2 二 16 

16. 定理 下 从 一 工 得 质数 ， 划 2:1(% 一 了) 
但 完 数 。( 此 定 更 震 欧 几 里 得 所 得 ) 


(着 】 设 %=2:1(2* 一 1)， 而 设 2 一 笃 一 1， 划 


| 90-D+ 1 
入 一 2 二 0。 由 14 节 ， 知 Sm) 一 一 


Pl 941) (pHD=(2 一 TD 2 
TI 一 一 2 十 了 = (2*— o 


於 雨 端 减 去 %， 得 
Sn) — n= (2 一 1)28 一 281(22 I) = (261) 
(2 一 2 0) 一 (2 一 ] 22 一 2 
= (Sk—1) 91 no. 
序 是 ，% 是 一 完 数 。 


17. 我 四 不 妆 诊 明 ， 每 一 偶 完 数 ， 其 形式 如 前 
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者 。 至 全 倚 未 发 见 奇 完 数 , 亦 不 知 有 拔 此 项 存在 。 
18. 现在 自然 引起 此 问题 ，% 之 何 值 能 使 2: 一 
1 篇 质数 。 第 一 条 件 自然 本 身 须 篇 质数 ， 蔓 若 
=ab， 姑 照 初 等 代数 学 2% 一 1 可 有 因子 2* 一 1。 
16 伺 年 时 ， 墨 人 耐 (Mersenne) 全 断定 若 p 篇 一 质 
数 不 大 於 257， 则 和 窒 当 
p=2,3,5,7,13,17,19,31,61,127,257, 
时，2? 一 1 是 一 质数 。 此 形式 的 数目 , 2? 一 1，p 
去 257, 名 “ 黑 氏 数 ”。 此 中 p 之 前 九 个 值 , 均 已 廊 
明 ， 将 其 代入 网 氏 式 中 即 得 九 个 完 数 。 事 实 上 ， 
前 六 个 十 六 世纪 时 已 知之 ， 第 九 侦 划 十 九 人 性 纪 有 时 
克 落 明 。 过 有 二 个 p=127, 257， 央 至 邻 何在 可 
疑 中 。 而 当 p 二 257 之 值 篇 以 前 所 列 许 值 以 外 考 ， 
2? 一 1 即 非 质数 ， 崔 许多 例 亦 均 已 证 明 ， 惧 得 未 
公 部 霜 得 。 或 者 累 兵 对 然 此 问题 另 有 其 他 有 力 的 
普通 方法 研究 之 ， 而 其 后 人 则 未 重 发 见 此 。 


II， 地 哇 范 土司 (Diophantus) 之 方程 
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19。 定 闵 ”一 方程 中 有 二 个 或 多 挫 二 个 求知 
数 ， 央 值 岳 篇 整数 者 ， 名 般 “ 地 哇 范 十 司 方程 ;” 
亦 称 “ 扰 定 方程 ” 

一 次 的 地 拓 方 程 ， 最 好 上 秦 本 论 之 他 部 分 中 葵 之 
(31-83 他 ) 。 

20。 二 次 的 地 氏 方 程 之 一 可 注意 的 例 ， 乃 是 

22 二 JP=22 AD 

任何 一 组 满足 此 方程 的 数目 ， 是 一 下 角 三 角形 
之 三 滥 。 故 求 前 方程 之 一 切 整 数 的 解 ,与 求 一 切 整 
兆 的 直角 三 角形 ,此 二 问题 相同 。 如 此 的 三 角形 ，- 
名 “ 皮 太 谷 人 三 角 j 撒 ”(Pythagorean triangles)o- 
而 车 所 得 的 解 中 2,y,z 无 公 因 子 , 则 名 优质 解 "。 
事实 上 ， 我 们 葬 要 求 得 一 切 痪 解 草 够 ， 盖 任何 非 
质 解 均 可 用 相当 的 因子 厂 其 各 数 自 一 质 解 得 之 。 

在 入 手 求 览 解 上 时， 可 先 发 明 ， 於 一 质 解 之 二 数 
目 z 和 与 y 中 ， 必 一 个 是 奇 而 其 他 别 篇 偶 。 蔓 设 (0) 
2 与 y 均 篇 偶 ， 则 * 亦 必 往 偶 ; 於是 可 有 公 因 子 
2， 而 非 质 解 了 。() 若 zx 与 y 均 篇 奇 〈( 朗 是， 你 
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2n 十 1 形式 者 )，x? 鞭 妈 即 均 作 4 十 1 形式 ， 而 
?旧作 4m 十 2 形式 。 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 每 偶数 
之 平方 ， 其 形式 篇 4n， 而 每 奇数 之 平方 则 作 人 4 
十 1。(o) 与 (0) 饭 均 不 台 ， 故 与 9 必 是 一 偶 一 
奇 。 今 届 z 篇 偶 者 ， 旭 y 与 z 均 篇 奇 。 

由 (1): = Y= (+Y) (2 一切 6 
因 z 与 y 均 篇 奇 ， 可 设 2+y=2k, 2 一 y=2l (2) 
故 ?=411o 
又 因 z,y,z 篇 互 质 的 ,与 1 亦 必 如 此 ; 鞭 由 (2) 
z 二 k+l，Yy==L 一 J， 故 若 上 与 1 有 公 因 子 , 9y 与 2. 
亦 必 有 此 了 。 

- 因 4 太 是 一 平方 ， 故 知 大 和 与 ! 必 篇 方 的 。 兮 可 
酸 ; 

k=m?，1=q?(m, 9 互 里 的 )。 
故 ( 了 D 之 任何 质 解 内 ，%,y,? 必 作 此 形式 : 

Y=2mg . 
Y=m . (3) 


gm 十 
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我 们 不 亲朋 和 白 ， 每 一 组 作 此 形式 的 值 ， 不 问 其 
篇 贤 数 与 否 ， 能 庄 足 此 方程 ， 我 们 可 用 下 法 自 虽 
些 形 式 的 解 中 吐出 其 里 者 : 

设 m 与 [有 公 因 子 ， 则 X,y,? 亦 必 有 此 。 故 质 解 
在 限制 思 与 ?篇 互 里 者 之 中 。 

又 , 因 z 十 9 二 2m?，z 一 y= 202， 故 2 与 9 之 任何 公 
因子 ， 乃 是 2m4? 及 28 之 公 因 子 ， 或 ， 训 与 yg 篇 
互 里 ， 是 2 之 公 因 子 。 此 即 是 ， 说 % 与 1 篇 了 互 质 ， 
划 * 与 9 至 多 息 能 有 2 篇 公 因 子 。 车 加 与 q 均 篇 奇 ， 
序 能 有 此 ， 不 卓 儿 (与 9 篇 互 搓 ) 。 如 是 ， 已 惟 
得 。 
定理 空 二 妈 一 之 一 切实 解 没有 其 他 者 ，. 
答 3) 所 定 出 ， 琶 须 mm 与 4 取 一 切 可 能 的 互 贤 值 之 
相 ， 了 >9， 而 一 奇 一 偶 。 
若 有 此 ， 虽 葬 要 用 数 代 入 以 作出 一 较 小 的 质 解 之 
表 。 

定理 wy,s 三 数 中 ， 一 可 用 3 除 一 (或 即 前 


A-—_~ 


者 ) 可 用 4 除 ， 共 一 则 可 用 5 除 。.. 
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( 媳 ]】 因 xr 奥 9 中 有 一 篇 偶 者 ，z 可 用 4 除 。 家 me 
或 9 可 用 3 或 5 除 ，x 即 可 用 3 或 5 除 。 设 澡 与 4 均 不 
能 用 3 除 ， 划 必 均 作 3n 土 1 形式 ， 其 琅 方 之 形式 
篇 3n 十 1。 故 m2 一 g? 作 3% 形式 。 此 即 是 y 篇 3 之 倍 
数 。 又 屋 双 与 9 均 不 能 用 5 除 ， 则 其 形式 必 作 5% 士 
1 或 5n 土 ?， 而 其 平 方 之 形式 篇 5n 士 1。 仿 m2? 与 
同形 式 (5%w 十 1 或 Em 一 1)，mm? 一 q? 即 作 5% 形 式 ; 而 
信 一 作 5%n 十 1， 一 作 5m 一 1 形式 ，mw2 十 ¥ 即 作 5m 
形式 。 如 篇 前 者 ，y 篇 5 之 倍数 ; 篇 后 者 旭 z 需 5 之 
倍数 。( 蔷 者 於 此 倍 咸 困 肉 可 找 例 体 之 ) 

21， 解 刀 十 只 = 吧 记 如 是 其 易 ， 於 是 自然 想 求 
= 之 解 ， 然 此 则 失 刻 了 。 欧 拉 (Eu1er) 便 
惟有 明 ， 此 方程 不 能 解 即 是 ， 没 有 一 整数 之 立方 
篇 二 整数 之 立方 之 和 。 面 答 马 (fermat) 全 说 过 
一 普通 广 定理 如 下 : 

钠 n 仿 一 正 束 数 大 从 2， 则 宫 十 纺 =?? 人 无 英 数 的 
钥 。 

此 著名 定 友 敬 党 名 篇 “新 后 之 最 后 定理 ,” 十 七 
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世纪 时 杜氏 强 过 但 未 附 以 芋 。 自 此 以 来 ， 大 费 了 
许多 算术 家 心力 ， 和 欲求 嫩 明 之 而 不 能 。 史 对 於 许 
多 特例 已 得 其 炊 ，%n 三 100 时 及 其 他 有 许多 例 均 
已 登 得 ， 疏 普通 的 发 至 今 未 得 。 
22.， 和 撑 有 一 可 注意 的 扰 定 方程 ， 亦 村 著名 者 如 
下 : 
2 Dy= 土 1， 
此 方程 通常 称 答 于 勒 (Pall) 拓 方 程 ， 懂 近来 知道 
和 与 丕 氏 实 灸 关 。 但 过 衷 不 能 群 验 此 方程 。 太 世 杞 
上 时， 印度 人 已 得 解 此 方程 之 法 , 及 至 十 八 世 纪 叶 ， 
拉 格 偷 (Lagrange) 独自 又 得 解法 。 此 外 还 有 许多 
其 他 无 定 方程 ， 运 喜 均 不 能 及 。 


IV. 相 会 


23. 往往 在 有 的 问题 中 ， 雍 数目 ， 其 差 丛 一 已 
知 数 之 以 数 者 ， 是 等 值 的 。 例 如 (1) 以 三 角 而 数 
面 论 ， 凡 角 之 差 篇 360* 之 倍数 者 ， 此 族 角 是 等 
值 的 ; (2) 以 (一 D) 一 数目 而 论 ， 其 带 乘 方 之 指数 
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从 以 2 之 倍数 相差 ， 划 其 秆 是 等 的 。 

24. 定 闵 ” 设 o=2-+em， 即 ， 设 4 一 5 篇 m% 之 倍 
数 ， 基 说: 旬 放 “ 率 ”(modwlus) 和 而 言 ，4 鞭 2 相 
合 ,” 而 写作 : 

4 三 2 (mod. m) (1) 

率 稳 是 忠 定 其 篇 正 的 。 如 (1) 那 榜 的 天 保 ， 名 篇 
一 “相合 式 。”4 与 0 双 於 率 mn 相 篇 “ 角 ”(7e3idwes) 。 
符号 三 十 旁 之 数 ， 名 篇 要 合式 之 “ 端 ” 下 面 数 
例 ， 和 党 不 允 明 和 白 其 无 况 ; 

15==8 (mod. 7) 60 三 0 (mod. 12) 

37 二 19 (mod. 6) “18 二 32 (mod. 10) 

1 汪 41 (mod.. 5) 三 一 59(mod. 31) 

25。 每 一 数 日 於 以 下 一 航 数 目 中 旺 一 并 枉 与 其 
一 相合 (od. m): 

0,1,2,.…m—1; 
藉 此 航 数 目 中 亦 然 : 0, 一 1, 一 2,… 一 (mm 一 1);} 

般 m% 篇 奇 ， 胡 此 级 中 亦 然 ; 0, 土 1, 土 2, … 土 


m—1l.，, 
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a 


讽 % 篇 偶 ， 即 蕉 此 航 中 如 此 : 0, 土 1, 土 2,… 尘 可 
~1, 土 党 。 

这些 名 篇 “至 小 正 余 级 ,”“ 至 小 鱼 余 级 , ”及 “ 息 
对 至 小 除 般 ”(mcd. mm)。 

26。 俯 任 阿 相合 式 中 ， 率 之 倍数 可 任意 加 上 或 
泸 去 之 ， 放 相合 式 优 妨 。 鞭 4 三 5 (mod. m) 意义 
是 4 与 0 之 差 篇 mr 之 倍数 ， 故 说 a 或 5 或 二 者 有 mr 之 
倍数 的 狠 动 ,此 属性 不 受 影 换 。 即 , 识 4b 三 cwmod. 
m), 则 (G+am) dc(mod. m)o 

读者 可 自己 试 需 群 思 。 

27. 如 是 ， 任 何 怕 合式 中 之 数目 字 的 项 及 保 数 
可 胸 之 使 小 於 率 ， 不 下 影响 及 挫 式 。 例 如 85c 三 7 
(mod. 1) 可 改 之 乱 9e=7 (mod. 11)，437a 十 239 
b 寺 469c (mod.2, ) 可 改 篇 54 十 1956 寺 8c (mod. 27) 。 
( 於 此 读者 可 自己 找 些 例 炼 每) 

I， 裔 5 三 a (mod，m) 而 c 三 a (mod. mo) 则 De 


(mod. m)o 
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[ 苯 ] 所 屋 二 相合 式 序 是 2=G 十 qz;0 一 G 十 emao 
相 沽 得 0 一 c= (4 一 e)m。 故 ?三 c (mod. m)。 

人， 裔 a 二 b (mod. m)，Qgzs 寺 bs (mod. m) … 
= (mod. m), 
则 aio 十 6b 二 ba 二 + Di(mod. mm) 

读者 可 试 自 苯 之 。 又 ,又 和 后 其 他 处 有 不 设 证 者 ， 
壮 者 均 可 自 证 之 。 

系 ”一 相合 式 十 端 之 项 可 自 一 端 小 至 他 端 ;部 
可 改 其 号 而 自 一 端 透 至 他 映 。 

芋 设 1 篇 所 窝 洽 的 项 ， 此 即 乱 办 於 将 一 {二 一 t 
《mod. m) 加 於 已 知 的 式 上 。 

TI， 说 a=b (mod, mm), 
上 则 ho 三 包 (mod. m) 并 fa 寺 抽 (mod. bm) 。 

了。 设 4 圭 b(mod，m), 而 c 三 a (m04，m) ， 则 
ac=bd (mod. m)o 
盖 由 JI ac 寺 be (mod, m) 而 bi 二 ba (mod. mm) 故 由 
了 I, 部 得 

wbad (mod, m)o 


相 合 2 如 


系 1， 说 4. 三 bi(mod. m)，as 三 by (mod. m)， 
"0b mod. m), 

则 aiqa' 0 bb bi (mod, m)o 

系 2。 设 o 三 1(mod. m)， 划 a 三 br (nod. m)。 

了 设 a 二 2 (04. m1) ,4 圭 0 (mod. m2) db 
(mod. mz) ， 而 设 改 三 7 2，… 1 之 最 小 公 倍 
数 ， 则 a 三 b (mod. MM)。 

[ 广 】 照 所 设 @ 一 0= 门 2014 一 0 王 72722， 0 一 六 
二 Im 因 一 篇 mi,mo'*mm 之 倍数 ， 故 亦 篇 其 
最 小 公 倍 数 之 倍数 。 

29. 以 前 种 三 属性 , 颇 和 与 代数 方程 方面 之 相当 
的 诸 必 性 相 类 ; 不 过 过 车 是 “相合 ” 非 “ 根 等 ”而 
已 。 过 些 属性 奥 加 , 减 及 乘 相 并。 今 将 论 乘 之 反 ， 
序 因 子 分 解 ， 而 看 出 ， 於 此 ， 方 程 之 属性 与 相合 
式 之 属性 间 ， 其 相 类 不 如 是 之 密切 。 

於 方程 方面 ， 我 们 知道 设 0p=0， 则 c= 0 或 2= 
0。 但 如 4 6 三 0 (mo9Q. 12) ， 则 不 必 和 4 三 0 (mod. 12) 
或 6 三 0 (mod. 12)。 此 即 是 ， 不 能 由 ab 寺 0 (mod. 
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m) 推 得 三 0 《mod. 0) 或 5 二 0 (mod. m1)。 
广 之 ， 设 知道 b=ac, 而 a 地 0, 则 5=co 但 识 ob 
sac(mod, 9) 而 cas0 (mod，m) ， 则 不 必 即 5=e 
(mod, m)o 
例如 2.21 二 2.17 (mod. 8) 而 230 (mod. 8)， 
但 不 能 21 二 17 (mod. 6)。 然 於 此 有 一 属性 如 下 : 
I， 由 0 三 ac(m0d, mm)， 面 w 与 办 有 最 高 公 
因子 4， 有 则 可 得 


bc (mod 他 )。 

[性 ] 所 融 式 即 是 o8 一 ac 十 zz， 或 (一 9 一 
go 因 m 篇 式 左 端 之 因子 ， 4 篇 之 最 大 因子 ， 
并 是 4 之 因子 , 故 多 乃 是 bc 之 因子 ， 邹 - 

| 2 一 “一 履 可 ， 或 5=c mod. 他 )。 

系 ”任何 一 相合 式 之 二 端 可 用 一 与 率 互 贤 的 因 
子 除 之 , 但 车 除数 与 率 有 公 因 子 ， 则 读 因 子 亦 必 
自 于 中 取出 。 


.例如 (1) 380 二 78 (mod, 12) ， 故 可 得 5=18 
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(mod, 2)e 
(2) 108 寺 192 (mod. 14) ， 故 得 9=16 
(mod. 7)o 


(3) 224 二 44 (mod. 15)。 故 56 二 11 
(mod. 15) 。 

30. 相合 轴 念 之 应 用 ”此 种 相合 现 念 及 通 线 所 
举 藉 简易 属性 ， 已 足 解决 媳 多 有 了 味 的 问题 ， 今 办 
数 例如 下 : 

I。 大 数 日 答 一 已 知 的 数目 除 时 ,就 求 其 除数 。 

(1) 珊 24 篇 23 所 除 ， 可 求 其 余数 : 

我 们 知道 2’=32， 故 3 三 9 (mod. 23) 。 方 之 得 

210=81 (mod. 23) =12 (mod. 23) ， 
再 方 之 ， 220=144 (mod. 23) =6 (mod. 23) ， 
再 方 之 ， ”24 三 36 (mod. 23) 三 13 (mod, 23) 。 
此 序 24 篇 23 除 时 巴 数 衣 13。 

(2) 试 娠 明 2*” 十 1 有 因子 6 短 ( 见 10 入 ): 

欲 枉 明 此 花 须 葵 出 2” 或 2% 篇 641 所 除 时 ， 有 人 儿 
数 一 1: | 


26 数 验 


2=4, 2=16, 28=256, 21=65, 586 
=154 (mod. 641) 。 
032== (154)? (mod. 641)==23, 716(mod. 641) 
= 1 (mod. 641)。 
这 些 问题 内 若 取 下 或 负 的 息 阐 至 小 饼 ， 则 可 省 和 
的 工作 。 
(3) 以 下 诸 黑 氏 数 目 ( 见 18 和 名) 及 其 因子 用 此 法 
亦 不 将 性 朋 : 
211 一 1 之 因子 28。 22 一 1 之 因子 47。 
229 1 之 因子 233。 。” 247 一 1 之 因子 223。 
2239 一 1 之 因子 479。 ”2251 一 1 之 因子 503。 
(4) 车 多 蔓 些 计算 工夫 ， 可 正确 廊 阴 2” 一 1 之 
因子 篇 11,447，223 一 1 之 因子 篇 18,287，22 十 1 
之 因子 篇 114,689, 序 10 季 中 所 说 之 2 ”十 1 亦 可 
用 计算 葡 实 之 ， 骂 使 人 屡 俗 ， 然 此 方法 之 有 效 ， 
则 於 此 可 见 一 极 注 意 的 例 。 
如 前 之 因子 ， 改 明之 固 不 允 ， 然 欲求 得 之 则 大 
不 易 。 


J7。 可 除 性 之 标准 。 

屋 如 自 右 至 左 苇 之 ,一 数目 W 之 各 位 数目 字 (十 
数 以 下 者 ) 篇 a,0,c,4,6,f,9，…, 旧 得 
N=a+t+100+102c+103d 十 104e 十 105f 十 108g 十 … 

(1) 因 10 寺 1 (mod. 9)， 故 照 28 凶 I 之 系 2,10? 
汪 1 (moqd. 9)，103 寺 1 (mod. 9) 我 们 可 写 : 

WE 十 D 二 c 十 & 十 .… (mod. 9) 。 
设 < 十 ?十 … 是 9 之 倍数 ， 则 立即 乱 9 之 倍数 。 此 色 
是 有 名 的 标准 : 一 数目 当 其 各 位 数目 字 之 和 般 9 
之 倍数 时 ， 且 和 宅 常 此 于， 篇 9 之 倍数 。 

(2) 因 10 寺 一 1 (mod. 11) , 故 10? 寺 1 (mod. 11)， 
103 寺 一 (mod. 11)，104 志 1 (mod. 11) ,…，, 我 们 
可 写 : 

N=a—b+c—ad+e—f+* (mod. 11) 。 
此 朗 是 : 一 数目 当 其 奇 位 数目 字 之 和 诚 去 其 偶 位 
数 昌 字 之 和 之 差 坊 11 之 倍数 哇 , 且 征 党 此 时 ,此 数 
目 是 11 之 倍数 。 
(3) 因 10* 十 1=7.11.13， 我 们 可 求 7，11， 或 
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13 之 可 除 性 标准 。 检 此 ,10? 皇 一 L(mod. 108 十 1) ， 
故 照 28 各 117 得 以 下 庄 相 合式 : 

104==—10 . 

105 二 一 10? 

10 二 一 108== 一 (一 1) ET >(mod. 103 二 1) 

107=10 

10s=102 等 等 
故 ws(c 十 10 十 10?e) 一 (qd 十 10e 十 102) 十 (9 十 10 
hh 十 1023) 一 … 《mod. 103 十 1)。 座 是 可 得 以 下 7， 
11,13 之 可 除 性 标准 : 

自 有 面 起 ， 将 已 知 数目 每 三 位 作伪 一 段 (左面 
末 段 自 可 少 於 三 位 )。 将 带 些 段 看 作 篇 位 业 目 ， 目 , 往 
复 炙 其 号 加 之 ， 设 所 得 的 得 的 代数 和 可 得 9， 篇 7, 了 1 或 志 所 
除 ， 则 原 数目 即 可 破 此 数 除 ， 否 则 不 能 。 

例如 S47,963,207 一 数 ， 筱 探 其 能 再 签 7,11 或 
13 所 除 ， 可 作 

207 一 963 十 847= 91。 
因 91 可 用 7 与 18 除 , 但 不 能 用 11 除 ， 故 847,963， 
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207 可 篇 7 与 13 除 ， 但 11 则 不 能 除 之 。 

一 检 前 面 的 菩 ， 可 见 发 如 此 除数 非 坊 一 数目 之 
因子 ， 则 除 和 后 余数 亦 可 由 此 得 之 。 攻 可 除 性 和 只 是 
其 父 等 状 雳 而 已 。 例 如 用 9 除 一 数 之 狠 ， 与 除 其 
各 位 数 之 和 之 余 等 。 仿 此 ，847, 953, 207 一 数 用 
11 除 化 得 饼 数 3, 而 91 篇 全 除 时 其 矣 数 亦 篇 3。 

31。 相 合式 之 根 一 相合 式 
tr" + ol 十 ao 十 十 na22 十 on_19 十 an=E0 
(mod. m) ， 起 此 得 任何 数目 ， 疏 wo 非 篇 吧 之 借 
数 ， 名 篇 x 未 知 数 之 n 次 者 。 

任何 一 数目 zi 代 於 2 处 时 使 左 端 与 右 端 相 合 
(mod. mm) 者 ， 名 篇 能 满足 此 相合 式 ， 而 篇 此 式 
之 极 。 

散 任 何 一 数目 zx! 是 一 根 ， 一 切 数目 凡 与 %1 相合 
(mod. m) 者 亦 满 足 此 相合 式 (26 凶 )。 然 返 些 不 能 
袖 往 不 同 的 诸 根 。 以 nr 坊 率 ， 几 一 切 和 与 zi 相合 的 
数目 视 篇 一 值 ， 任 何其 中 之 一 可 网 以 代表 之 ; 例 
如 可 选 其 最 小 正 阴 (mod. m) 篇 之 。 和 如是, 0,1,2， 
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3,… 人 一 1， 猪 数目 代表 一 切 存在 的 值 (maod, m); 
入 献 其 相合 ， 优 其 他 可 能 性 。 

用 些 特例 ， 很 易 座 明 方程 方面 所 有 关於 根 之 存 
在 及 数目 的 属性 ， 於 相合 式 不 能 无 改 灵 应 用 。 例 
如 ax=2 方 程 御 有 一 , 亦 葬 有 一 根 。 但 很 易 明 白 ， 
相合 式 az 夺 bp (mod. mm) 上 基 可 以 ; 

(1) 没有 根 。 例如 3x 三 5 (mod. 9) ， 任 使 > 取 
以 下 一 可 能 的 值 

2==0,1,2,3,4,5,6,7,3(mod.9) ， 
没有 能 满足 相合 式 者 。 共 实 将 前 式 帘 作 3z 一 5==0 
(mod. 9) 便 已 可 见 , 昔 此 即 是 须 吉 样 园 择 z, 你 3% 
一 5 能 篇 9 之 倍数 ， 然 无论 如 何 ，3zx 一 5 侍 不 能 
篇 3 之 倍数 ， 更 不 论 壤 9 之 倍数 了 。 

(2) 有 一 根 。 例如 5% 二 3(mod, 9) ,用 九 个 z 之 
可 能 的 值 试 之 ， 可 知 共 有 6 能 满足 此 ， 外 此 无 其 
他 。 

(3) 多 於 一 根 。 例如 6z 王 3 (mod. 9) ， 试 验 时 
可 知 2,5,8 三 值 能 满足 此 式 ， 此 外 即 没有 了 。 
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天 於 此 下 他 逮 将 苦 论 。 以 下 的 定理 当 不 闪 玲 明 
之 ， 此 定理 与 代数 学 上 之 根本 定理 % 次 方程 恰 有 
4% 个 根 者 相仿 (参观 第 五 篇 7,10 二 节 ， 及 第 四 篇 
附 儿 二 ): 

定理 "次 率 篇 贤 数 的 相合 式 ， 其 根 不 能 多 於 
"人 。 | 

其 葵 间 右 不 钞 。 读 者 可 仿 方程 方面 之 脸 法 避 之 
(第 五 篇 10 节 ) 。 

32. 一 次 一 未 知 数 的 相合 式 之 理论 的 解法 
帕 有 

az=b (mod, m), 
(我 们 可 假定 ?县 正 的 小 於 m。 信 所 末 不 如 是 则 可 
加 或 减 m 之 倍数 使 其 如 此 ) 则 可 分 数 例 论 之 : 

例 工 a 对 於 m 篇 质 的 。 於 此 ， 我 们 可 於 a%2 内 % 
坊 更 换代 入 0,1,2,… 一 1, 得 «t= 二 0,a,24,3g,… 
(m 一 1)a。 或 取 至 小 正解 (mod. m) az 三 co( 二 0)， 
Gs C2 C3'**Cm-1 (Mod, mW) o 


能 否 。 中 有 相等 者 ? 令 假定 c= 6>h。 因 时 
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定义 f4=64 十 7m 而 ha 二 ,8m， 故 设 c% = 即 得 
(F—h)a=(r—8) mo 

但 a 对 於是 质 的 , 故 t 一 篇 mm 之 倍数 。 慌 2 一 
是 正 的 ， 而 小 徐 mm， 乃 是 1,2,…m 一 1 中 之 一 
数 ， 故 £ 一 小 於 m， 不 能 篇 mm 之 倍数 。 因 此 ， 散 
c= 64 不 合理 ， 而 庄 c 均 不 同 的 。 因 其 数 有 mr 个 ， 
每 个 是 rw 个 数目 0,1,2,…m 一 1 中 之 一 ， 而 又 各 
各 不 同 ， 故 知 诸 c 必 即 篇 0,1,2,…m 一 1 雍 数 目 作 
任何 一 种 次 序 。 

於 此 末 租 数目 中 ，? 遇见 ~- 交 ， 亦 获 一 次 。 故 
必 恰 有 一 < 等 雁 ?9， 或 恰 有 z 之 一 值 能 az 志 5b(mod, 
m) 者 。 於 是 知 : 

一 次 相合 式 中 未 知 数 之 保 数 对 於 其 率 篇 畦 者 有 
一 解 旦 窜 有 一 解 。 

例 芽 ， 衣 4 和 与 各 有 最 高 公 因 子 d >>1。 

相合 式 az 三 b(mod. m) 意 序 是 ar 二 了 十 kx。 胃 
ga 与 m 有 因子 4， 故 此 方程 中 之 ? 亦 必 有 此 ， 不 则 
不 合理 。 此 朗 是 ， 表 be0 (mod. 4d) 此 相合 式 不 
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能 解 。 仿 发 2 三 0(mod. 4)， 而 设 4a=a1d, b= bd, 
% 二 md (al 对 mz 篇 里 ， 因 d 篇 a 与 nr 之 最 高 公 因 
子 )。 旧 可 用 ad 将 相合 式 并 率 除 之 ， 得 
CE 四 (mod, m1i)o 
照 28 节 ZM， 此 式 之 每 一 根 即 是 所 说 式 之 根 。 但 
此 式 朗 篇 前 例 ， 有 一 根 且 柳 有 一 根 。 邻 设 此 根 坑 
?， 慎 一 切 作 ?二 bmi 形式 的 数目 对 於 率 m1 均 是 等 
值 的 ， 故 均 能 满足 此 式 。 但 是 否 对 於 其 率 m 芝 些 
是 与 一 单独 的 解 等 值 的 ? 
邻 设 7 十 mi 与 了 + pt ( 矶 >> 力 ) 照 球 加 是 等 值 
的 。 即 ?十 和 2 十 和 al (mod. mm) 或 (hh 一 hb) mi 
圭 0(mod. m)。 故 用 mi 除 式 之 两 端 并 率 ， 得 
有 一 二 0(mod, q) 或 hb (mod. d) 。 
此 郎 是," 二 bmi 形式 的 二 数目 , 生 当 相合 (mod. 
4.) 上 时, 稳 相 合 (mod. m)。 故 所 设 的 相合 式 有 ad 个 
解 ， 由 ?十 fm 内 和 壮 信 次 答 以 0,1,2,3,.…a 一 1 
等 讲 数 得 之 。 
- 例 : (1)12w 志 6(mod. 15)。 於 此 4=3,mi=5。 
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用 4 除 ， 得 4t 硅 2(mod.5)。 由 试验 ， 可 见 此 式 能 
篇 x 三 3 (miod. 5) 所 满足 。 过 万?=3, ?hm 篇 
3 十 5£。 依 次 答 4 以 0,1,2, 印 得 8,8,13 篇 根 
(mod, 15)。 

(2) 8z 生 12(mod. 28)。 雁 此 d=4, mi=7。 用 
4 除 得 22 三 3(mod. 7) 。 由 试验 ， 可 见 其 篇 x=65 
(mod. 7) 所 满足 。 吉 里 ?一 5，?7 二 Non 篇 5 十 7k。 
使 £ 取 0,1,2,3, 即 得 四 根 5,12,19,26(mod. 28) 。 

33。 &x 三 b (mod, m) 之 数字 的 解法 ”前面 的 
研究 宝 嫩 明基 例 内 有 一 根 或 多 根 之 存在 ,但 除了 
坏 验 以 外 优 法 求 其 数字 的 值 。 们 能 求 得 一 种 方法 
对 於 & 与 轻 坊 互 质 时 可 用 邹 已 够 , 盖 如 前 所 见 , 相 
合式 中 % 与 m 非 坊 互 质 时 ， 其 解 亦 可 由 解 一 "与 m 
需 互 质 的 式 得 之 。 

此 外 ， 更 确定 此 事实 , 即 az 三 56(mod. m) 之 解 ， 
可 由 az 三 1(mod. mm) 之 解 得 之 。 盖 珊 7 般 合 者 之 
极 ， 则 ar 二 1(mod.m) ， 而 用 5 乘 时 ， 得 a (2r) 三 8 
(mod. m)。 此 即 是 如 篇 原 式 之 解 。 故此 问题 在 


於 求 ac==1(mod. mo) 之 解 。 但 在 此 式 内 实 有 二 未 
知 数 ，z 以 及 率 之 倍数 9g。 即 是 , 须 求 z 与 9 之 值 ， 
\ 能 满足 az=1 二 my 或 azx 一 my=1 者 。 然 合 者 之 
方程 篇 过 分 理论 上 所 熟知 者 。 识 如 分 数 记 化 仿 一 
连 分 ， 而 发 子 坟 到 马 值 前 之 林 近 数 ， 则 我 们 知道 
\ 可 有 此 关 你 a 下 一 mY 了 一 土 1。 故 X 器 一 了 篇 ez 二 1 
(mod, m) 之 根 。 
於是 得 下 面 计算 az==5 (mod. mm) 之 根 之 规 法 : 
是 40 三 1Cmo0. 人) 之 根 之 起 轩 佐 。 基 起 本 用 可 验 


| 
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| 


\ 
次 定之 ; 而 如 是 所 得 值 用 56 乘 之 即 篇 az 三 6Cmod. 
\ 和 m) 之 根 。 
[ 附 赴 ) 凡 作 如 是 形式 的 式 : 
\ : 
wt+1 | 
Pru [a 篇 一 整数 ,5,c,d,… 人 篇 | 
\ ctl 正 整数 】 | 
d+ | 
全 名 篇 连 分 。 每 有 理 分 数 可 作 仍 一 有 礁 过 分 表 之 ， | 
例如 | | 


ee 人 
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29 4 _ 1 一 一 3 工 _- 
11 一 一 3+ 11 3 11 “+ 2 二 8 
4 ~ 4 
一 8 十 一 一 一 3 十 - 2 
2 十 于 2 二 1 
可 1+3 
2 ,g++ 上 ,w+ 一 1 等 等 名 篇 牙 第 一 ,第 二 ， 
I 了 i 
- 
1 


第 三 ， 等 等 近 数 。 如 前 例 之 近 数 篇 一 3, 一 3 十 忆 ; 


-3+ 一 二 ， 3+ 一 ， 或 蜀 作 一 3, 一 3 竺 
2 十 1 2 十 -于 
1 十 豆 
2 
等 
例如 : 49z 二 23 (mod. 125) 。 
-4 -1 
T5 241 
1+1 
IT 
4+1 
2 十 工 
2 


-- 


相 合 37 


49.81 二 ~ 1 (mod. 125) ， 


此 邹 是 ， 一 中 万 是 49x 三 1 (mod. 125) 之 人 解 。 用 


28 乘 一 51， 即 得 原 式 之 解 : 


28(—51)==77 (mod. 125) 。 
试 将 77 代入 ， 即 可 性 明 其 篇 原 式 之 解 。( 著 考 可 
技 些 例 名 光 、 

34， 项 马 之 定理 届 2 篇 质数 ，% 对 2 篇 质 的 ， 
划 xz 一 = (mod. Pp) o。 此 定理 1679 年 时 栎 氏 所 述 ， 
未 附 以 余 。1736 年 时 欧 拉 始 性 明 之 。 但 於 4=2， 
划 中 国信 在 二 千 四 百年 以 前 已 知 此 定理 了 。 

[长 ] 32 季 中 已 廊 明 ，a,24,34,…(p 一 1)a 诸 数 
恰 14,2,3,…%p 一 1 诸 余 相合 (mod. p) [ 旗 须 记得 0 
三 0 (mod. p) ， 划 由 32 节 之 结果 即 得 此 ]。 将 过 些 
相合 式 乘 之 ， 得 

oa,20.30…(P 一 Jass1.2.3.…2 一 ] (mod. 2)。 
用 1.2.3…p 一 1 (此 对 南 率 篇 质 者 ) 除 其 两 端 ， 名 
得 所 求 湖 : i 
ar-1ls=1 (mod. p) 
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85 应 用 (1) 就 求 一 次 数 小 於 13 的 相合 式 ， 
与 以 下 式 等 值 者 : 
227 十 3225 十 4z18 一 3217 十 6z13 一 2x7 十 112 一 5 
=0 (mod. 13) 

由 视察 ， 可 知 + 三 0(mod. ]3) 不 能 满足 此 式 ; 
故 知 任何 一 根 x 对 13 是 质 的 ， 而 2 mod. 
13)。 叉 ， 

127 一 〔212) 2 w=(1) w= (mod.13), 
3225 一 3(z12)2.7==32 (mod. 13), 4x1'8 = 4%12。 26 
=4x" (mod. 13) ， 
371=325 (mod. 18), 6213=6r(mod. 13) 。 
将 过 些 代入 原 式 ， 得 
一 227 十 4x6 一 383z5 十 妈 十 20z 一 5=0(mod. 13) 。 
(2) 试 求 477 8 被 17 除 后 之 余 。 
用 17 一 1 即 16 除 7385， 得 7385= 461.16 +9。 故 
477385 = (4715) am ,47s== (1)481.479(mod. 17) 。 
但 47 一 2.17 十 13 焉 47 三 13 (mod. 17)， 放 照 28 季 
ITV 系 2， 
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(47)? 寺 139 (mod. 17)， 或 477385==139 (mod, 
17)。 
\ 分 再 求 183: 182=169 二 一 1(mod. 17); 方 之 ， 
得 134 寺 1 (mod. 17) ; 再 方 之 ，133 二 1 (mod. 17) 。 
用 13 乘 其 雨 映 ， 得 139=18(mod. 17)， 故 
Y 4773885==13 (m0d, 17) 。 
而 13 即 是 除 。( 芒 者 可 随 拷 兹 个 例 自己 糠 加) 
(3) 屋 w>I 坟 一 整数 ， 献 可 明 0? 一 n 有 因子 
> 2730。 


因 2730= 2.3,.5.7.13， 故 容 须 下 明 0 一 2 有 此 。 
、 芋 因 子 便 得 。 信 先 愉 因子 2。 ws 一 n=n(n? 一 1)。 
、 设 % 乱 偶数 ， 则 自然 印 有 2 篇 因子 。 屋 % 坟 奇数， 
则 可 体 明 wm 一 1 是 偶 的 。 实 际 上 , 此 是 极 明 白 者 ， 
、 蓝 奇 数 之 乘 方 短 是 奇 的 ，n? 是 奇 ， 而 mn 一 1 则 篇 
、 偶 。 


由 标兵 定理 ， 逮 可 甸 ， 因 " 针 状 2 需 质 : "sl 
下 (moad, 2) 。 . 
故 n= (02-012Esl(mod. 2) 或 人 2 一 te0 


f 
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(mod. 2)o - 

再 发 因子 3。 如 前 ，? 若非 篇 3 之 倍数 ， 必 性 
明 wr? 一 1 篇 3 之 倍数 绚 行 。 照 床 氏 定理 mn! 二 1 
(mod. 3) 。 故 

n= (os-0 61 mod 3) 而 nn 一 1 二 0 (mod. 
3) 。 

用 此 法 并 可 余 明 5,7 ,13 赵 因子， 而 所 求 者 丛 明 
To 

(4) 试 腑 明 每 一 质数 (2 与 5 除外 ) 乃 是 其 一 切 位 
均 篇 9 的 数目 之 因子 。 

设 p 篇 2 和 与 5 以 外 之 质数 。 则 10" 对 於 p 知 和 质 的 。 
故 照 妹 拱 定理 (10”) 熙 一 1 三 0 (mod. p)。 此 则 於 
每 个 n 均 合理 。 而 (10")?"! 一 1 先是 窗 篇 9 所 成 的 
数目 ， 故 所 说 考 已 广 阴 。 

(5)az 寺 bp(mod. p) (4 对 苓 p 篇 质 的 )， 可 用 a?7? 
溢 其 雨 端 而 应 用 栖 下 定理 解 之 ， 得 结果 z==ba?™ 
(mod. p)o 
. 36， 冲 图 殉 定 理 (Wilson’s Theorem) 屋 2 . ; 
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往 质 数 , 则 (一 DD)! 三 一 1(mod. p)。 

设 %= 2， 此 定理 部 自明 的 ， 故 可 假定 p>>2 而 
恰 之 ; 但 须 先 从 此 

补 题 ox 圭 1 (mod. 人 切 之 根 ， 人 条 4 二 1 或 C 反 2 一 工 
(mod. p) ， 且 和 袜 是 如 此 ， 及 与 相合。 

[证 】 由 32 季 , 42 夺 1(mod. 2) 有 一 根 。 今 假定 
其 篇 &g， 唱 

人 2 三 1 (mod. 人 或 (4 一 上 (a+1) 志 0 (mod, 2 5 
但 裕 当 一 因子 篇 一 质数 bp 之 倍数 时 ， 一 乘积 克 能 
需 一 质数 bp 之 倍数 ， 故 必 -4 一 1 三 0 或 “十 10 
imod. 功 。 此 序 是 补 题 所 通 者 。 

分 设 1 篇 2,8,…p 一 2 中 之 一 数目 ， 则 照 补 题 ， 
aiz 三 1(mod. Pp) 之 根 将 与 和 1 办 ;全 命 之 坊 om， 则 
得 mas 三 1(mod. p)。 斌 再 论 前 者 中 之 第 三 数目 
qas， 而 用 ws 洗 03% 三 1(mod. p) 之 根 ， 肛 得 Qasm4 圭 1 
(mod. Pp)， 照 宵 必 ，o4 与 as 不 相合 。 并 可 尊 明 基 
与 oo 亦 不 相合 。 蓝 车 0 三 4s Cmod. p) , 虽 用 as 滋 
南端 时 ， 
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dsdasoadi (mo0d. PD) 或 dg02 汪 1(mmod. jp)。 
但 我 们 知 gas 三 1 (mod. p) ， 故 gg4s 三 a142(m0d. 
Pp)。 用 az 除 雨 端 时 ， 可 得 Qs 三 a1 (mod. p)。 此 则 
与 所 设 as 与 a 与 也 盾 。 故 知 不 能 设 @2 寺 as ("nod, 
Po。 仿 此 可 知 asaEa1 (mod. p) 。 

令 设 Qs 篇 -- 第 玉 数 目 与 前 所 论 考 输 ， 而 珊 ce 答 
ast 三 1 (mod. 切 之 根 ， 则 可 知 q 不 能 与 al as 中 
任何 一 相合 。 如 此 下 去 ， 可 将 2,3,…2 一 2 庄 数 
目 涂 戊 篇 对 ， 介 每 对 之 积 相合 1 (mod. p) 。 

即 是 qds=1 


Co 40p_s 王 芽 
此 外 ，p 一 1 三 一 1 (mod. p)， 故 将 此 庄 式 乘 之 ， 
并 配 牢 绪 a 乃 是 2,3,…p 一 2 计数 ， 朗 得 2.3.… 
{(p 一 2)(p 一 1]) 三 一 1Cmod. p)， 或 
(p—~1)1!=—1(mod. 2D) 。 
37， 圳 拱 定 理 庆 复 数 率 不 能 用 。 著 设 m 篇 复数 ， 
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篇 其 一 因子 (<k<m)， 基 Gm 一 1)1 可 有 5 篇 因 
子 ， 政 (m 一 了 1 十 1 不 能 篇 f 之 倍数 ， 邹 不 能 篇 mn 
之 倍数 。 因 此 ， 惠 氏 定 理 於 理 验 上 实 般 决定 一 已 
知 数 是 否 篇 质数 之 完 公 标准 。 例 如 有 一 数 wx， 和 欲 
探 其 是 否 篇 贤 ， 可 作出 (" 一 D)1， 用 ” 除 之 ， 届 得 
狐 数 -1,n 即 坊 质 ,否则 非 是 。 但 此 法 於 大 数目 ， 
因 计 算 功夫 太 大 ， 实 不 能 用 。 

38. 应 用 (1) 设 2 篇 质数 ， 则 当 (2 一 1)1 篇 1 十 
2 十 … 十 (2 一 卫 所 除 时 ， 其 通 是 2 一 1。 即 是 (2 一 
D! =p—1(mod. 1T+2 十 … 十 [2 一 1]) 。 

由 惠氏 定理 ， (p—DI=—1+tp= (4—1) 
p+(p—1)o 
因此 式 左 端 有 因子 (p 一 1)， 而 右 端 之 第 二 项 篇 2 
一 1， 故 知 (t 一 了 Pp 必 有 因子 p 一 1， 而 因 p 一 1 对 
於 p 篇 质 的 ， 部 一 ID 有 因子 p 一 1。 
令 设 £ 一 1=h(p 一 1)。 代 入 ， 邵 得 
(p—DI=hp—Dp+p—1=2hP P+ 


2p 一 le 
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但 外 2 =-1+2+…+ (7 一 D， 故 所 长 者 已 

明 。  、 
(2) 识 有 一 质数 作 4m 十 1 形式 ， 则 (1,2.…….2n)? 

十 1 篇 p 之 倍数 。 

照 惠 拓 定 理 (p 一 了 D1 :+1 二 0 (mod. p) 或 (4m)1 


+1 二 0 (mod. ») (DD) 
但 因 p= 4 十 1， 
4n 寺 一 1 
4n—1 三 -2 - 
(mod. p);, 


2 二 2 三 一 (2% 一 1) 

2n+ 1 二 2% 
故 (2 十 1) (20 十 2 (4 一 1) (dn) 二 (一 1)” 
(2n) 1 (mod. p) .~ (2) 
由 (与 (1 了) ,得 (LE:2.3. 2%)2-+1 寺 0 (mod. p)。 


V. 二 项 相合 式 


89， 定 散 作 w* 一 4 三 0 (mod. m) 形式 的 相合 
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式 , 名 篇 “二 项 相合 式 ”。 

我 们 族 论 x 一 1 圭 0(mod. p) ， 於 此 p 篇 一 质数 。 
由 焚 拓 定理 , 条 可 以 使 %<<p。 设 p=2, 此 式 即 篇 
` = 诡 的 ， 前 已 解 之 。 故 於 论 二 项 相合 式 内 ， 均 假 
定 p 篇 一 质数 大 於 2 者 。 

4 和 0，w" 志 1 (mod. p) 之 诸 解 (m 乱 任 何 正 整数 ) 
必 对 p 篇 质 的 ， 故 照 焚 氏 定 理 并 篇 ?了 1 寺 1 (mod. 
D) 之 解 。 又 照 28 名 I 也 之 系 2，x" 志 1 (mod. pp) 之 
每 一 解 ， 亦 篇 %*"* 二 1 (mod. p) 之 解 。 

41， 定 理 设 4 篇 二 1 (mod. p) 之 根 ， 并 篇 
X91 二 1 (mod. p) 之 之 根 ， 腿 ， 而 设 4 篇 nn 与 9 之 最 高 公 因 
子 ,， 则 篇? 圭 1(mod. 0) 之 根 。 

[ 恰 ]】 设 %n=nq,，4=44o 则 mw 和 与 gq 是 互 质 的 ， 
而 

nz==1 (mod. 9") 
有 一 解 ， 所 是 ， 可 有 数目 z 和 与 y 存 在 ， 满 足 
nz=]1 十 Yq 或 nz 一 yq = 一 工 
者 。 用 Gd 乘 之 , 得 mw 一 yg =4。 照 所 朋 anasl1 (med.. 
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PD)， 故 0" 三 1 (mod. p)， 而 9 三 1 (m0d. p)， 故 
QW=1 (mod. 2) o 
相 减 ， 得 ”一 a% 寺 0(mod. p) 或 oY (or 一 1) 
=0 (mod. p)o 
因 x 到 2p 得 质 ， 故 oy — 1=0 (mod. p) 
或 oi—1=0 (mod. p)o 
序 是 a 篇 %? 二 1 (mcd. pp) 之 要 。 

系 设 4 篇 % 与 p 一 1 之 最 高 公 因 子 ， 则 x" 二 1 
(m0d. 2) 之 解 ， 亦 能 满足 Ya 三 1(mod. p)。 

因此 ， 和 突 须 静 如 是 的 相合 式 : 

v4 二 1(mod. p)，(d 芒 p 一 1 之 除数 )。 

和 包 ， 定 闵 届 os 三 1(mod. p) 而 rl (mod. p) 
(<d) ， 则 云 %“ 属於” 指数 dg (mo4. D) 。 

43， 定 理 订 a 属 於 指数 d(mod. p)， 则 党 1 篇 
Q 之 倍数 时 ， 且 守 当 此 时 ，4! 寺 1 (mod. p)。 

[ 诅 】 设 4! 三 1(mod. p)， 而 订 DD 篇 1 熏 d 之 最 高 
公 因 子 ， 则 照 生 名 a? 夺 1 (mod. p)。 仿 t+ 非 篇 d 之 
馈 数 ，D<4， 如 是 a 将 能 满足 一 相合 式 小 犬 4 次 


二 项 相合 式 47 


篇 D 闪 者 了 。 故 t 必 有 仿 d 之 倍数 、 
竹 。 定理 设 4 属 擒 折 数 7,b 属於 指 数 s(mnd. 


一 信人 一 一 个 一 一 下 人 人 个 人 一 人 个 


如 而 六 7 秽 s 抽 以 ， 凤 ob 内 失措 数 (mcd 区 
[ 囊 ] 所 设 者 即 是 wr 王 1(wmod. D) ， =1(mod. 
Pp)， 而 a 与 5 不 能 满足 次 数 悦 低 的 式 。 令 窗 和 司 
明 (1) (ab)” 志 1 (mod. 2) ， 以 及 (2)02 之 较 低 的 琵 

方 不 与 1 (mod. p) 相合 

(1) (8)m 一 0 一 (0 (0) 1 (mod. p) 
三 1 (mod. p)o 

(2) 设 上 篇 任何 一 指数 ， 能 (ab)* 寺 1 (mod. p). 
朗 a.b* 寺 1 (mod. p) 者 。 将 此 两 端 方 至 7 次， 得 


wth.Drt==1《mod. p)。 但 因 @7 二 1(mod. p), 故 D* 


三 1(mod. p)。 然 5 恬 愉 3, 故 ?1 篇 :之 倍数 , 因 " 和 与 : 百 
质 ，k 朗 篇 s 之 倍数 。 仿 此 , 并 可 绽 明 / 般 7 之 倍数 。 
+r 与 s 弃 互 贰 ， 放 /篇 7 之 倍数 ， 其 最 低 值 坊 7 本 
身 ， 认 是 可 知 op 丑 於 rso 

4 伍 ， 设 * 与 s 不 互 质 ， 而 误 公 和 需 其 最 小 公 倍 数 ，. 
刚 同 样 的 可 答 明 有 一 属於 思 的 数目 能 储 e 与 2 所 
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决定 。 

46， 定 理 当 认 2 一 ] 之 每 一 除数 4 至少 有 一 数 
目 < 属 (wod. 2) 之 。 

[ 必 ]】 (1) 先 设 4=9g*(9 篇 质数 )。 则 


22 1— 1=0(mod. p) (1) 
可 写作 Wi ~ 1=0 (mod. p) (2) 
或 (wl) (wD 二 1) 二 0 
(mod, p)o (3) 


由 焚 氏 定理 ，(1]) 庆 4 之 每 一 值 除 三 0(mod. 从 者 
处 均 能 满足 。 故 (83) 有 最 大 数 的 根 。 但 (3) 之 左 端 
之 因子 ,没有 能 与 0 相合 时 其 根 多 於 次 数 者 ， 故 

每 一 因子 与 懂 相合 之 根 与 次 数 同 多 。 群 之， 
vw 10mod..p) (和 : 

有 各 根 。 有 的 水 能 满足 此 种 式 及 较 低 次 的 式 。 肛 
4 与 和 包 节 , 过 些 根 均 满 足 zo 一 1 二 0 (mod. p)。 
但 如 适 焰 所 静 ， 此 式 恰 有 02- 根 ， 故 恰 有 (和 之 
ge 一: 或 ge-1(g 一 汪 根 不 能 满足 较 低 次 的 式 者 。 
此 邹 是 ， 恰 有 和 -1( 一 了) 不 相合 的 数目 属於 指数 
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da 者 。 

(2) 又 设 4 篇 p 一 1 之 任何 除数 。 旧 可 使 4 一 ver8 
(73)8 往 不 同 的 导 数 )， 而 照 (1) ， 可 有 一 数 
目 4 属 於 04， 一 数 自 属於 "?。 故 由 竹 凶 定理 a2 性 
於 oz。 

由 (1) 可 有 一 数目 。 必 秦 5。 因 go5 与 8r 互 质 ， 
4bs 恬 於 gor8ssy 。 如 此 下 去 ， 革 及 4 之 一 切 因子 ， 
於是 邹 得 一 局 蕉 & 的 数目 。 

系 ， 至 少 有 一 数目 9 属於 p 一 4 者 。 

7 ， 定 闵 设 y 有 属於 指数 p 一 ]， 则 9g 称 篇 
vrssl(mod. p) .| :/.. 

之 “ 贰 根 ”， 或 简称 p 之 托 棋 。 

物 ， 定 理 设 y 答 p 之 质 根 ， 则 g,g?,9 
计数 是 不 同 的 (mod. 加 而 有 除数 1,2,3，…p 一 1 作 
基 种 次 序 。 

”( 姓 ] 裔 g' 二 gr (mod, 仿 ，2 一 本 p> 4 到 ]， 则 
Girl(mod. oo。 但 2 一 1>1 一 人 1 ， 故 此 盘 所 
配 9 篇 2 之 质 根 相 庆 。 因 之 ，9, 多 ,12 之 能 不 
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a 


同 (mod. p)， 而 篇 1,2,…p 一 1 作 某 种 奖 序 。 

49。 定理 设 9 篇 p 之 质 极 ， 而 1 革 於 p 一 1 篇 质 
的 ， 姑 9g: 篇 p 之 览 根 。 

( 僚 】 裔 (9*)* 二 1 (mod. D)。 则 因 9 属 於 指 数 2 
一 1，kh 二 0 (mok. p 一 臣 。 而 1 刻 入 p 一 1 篇 里 ， 故 
序 1= 0(mod. 2 一 1)。 

1 之 最 小 值 篇 p 一 1; 此 即 是 外 属於 指数 2~ 证 
故 答 p 之 贤 极 。 

系 2 有 $(2 一 1 个 里 根 。 

50。 设 率 不 大 , 划 质 根 之 质 际 值 可 用 武 验 得 之 。 

例如 p= 二 17， 可 试 以 2: 


2 =2 25 三 一 2 

.22=4 . 26== 一 4 . 

| (mod. 17) 
22 一 8 2 三 ~-8 


2 =16 三 一 在 (ozod，17) 0s= 16=1 
此 即 是 ，2 属 记 指 数 8。 非 需 17 之 贸 根 。 即 所 得 路 
饼 2,4,3,16, 15( 寺 一 2) ,13,9,1, 亦 不 能 篇 质 根 。 
次 其 形式 均 作 25, 而 (20) 3 或 22% 二 1 Gmod. D) , 因 和 2 
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是 如 此 。 故 此 一 切 饼 或 属於 8 或 属於 之 除数 。 

未 在 前 者 中 之 最 小 的 数目 ， 乃 是 3。 醋 以 3， 可 
知 其 篇 属於 指数 16 者 ; 故 3 息 17 之 质 根 。 

我 们 着 可 不 用 试验 发 明 3 必 篇 质 根 。 鞭 因 $(16) 
=8,17 有 8 个 质 根 。 但 站 有 8 儿 ， 均 非 质 根 ， 故 每 
一 其 他 8 个 非 需 雳 的 从 必 和 坊 质 根 。 而 3 是 一 质 根 。 

价 第 二 喜 验 仍 不 能 引 至 质 根 , 旭 前 面 的 定理 (44 
与 45 饰 ) 能 使 我 们 决定 一 数目 ， 属 认 二 指数 之 最 
小 公 倍 数 者 。 旗 此 最 小 公 倍 数 篇 2 一 1 本 身 ， 即 得 
一 质 根 。 如 不 然 ， 则 至 少 有 一 数 属於 一 更 大 的 指 
数 者 ， 而 其 乘 方 自 不 必 再 论 。 如 是 ， 系 统 的 走 瞪 
能 使 我 们 求 得 质 根 。 

对 於 大 的 质数 ， 自 多 费 计 算 功夫 。 关 於 此 全 得 
数 条 普通 定理 。 
例如 ; 识 如 一 导数 作 2 十 1 形式 ， 则 有 时 权 3。、 
又 : 设 如 一 质数 作 Sn 十 3 形式， 而 哉 42 十 1 次 质 
数 ， 虽 此 质数 有 和 质 根 2。 
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VI 二 次 相合 式 
51。 最 普通 一 未 知 数 的 二 次 相合 式 ， 是 
az?2+bv+c=0(mod. m)。 
可 简 其 形式 如 下 : 用 44 乘 雨 端 及 率 ， 得 
da222+ ads + hac=0 (mod. 4am) ， 
或 (aw +b)2— b+ 460 (mod. 4am)o 
设 ”y=2az+b (mod. dam), d=0— dac(mod, 
am), 
期 前 式 作 y= (mod. 4am) 。 
由 y 之 值 , 可 得 x 之 值 , 床 须 解 以 下 之 一 次 式 便 行 : 
| Y=2ar + bmod. 4am) o 
58， 裔 40m 一 Pi pa Pit (Pip ，…Pi 往 不 
疗 的 质数 ) ， 则 任何 数目 之 满足 
人 久 一 4EE0(moq， 4am) (1) 
者 ， 亦 能 满足 以 下 各 式 : 
Vy — d==0(mod. pu1) 


Ge } (9 
Y--d=0(moed, pi) 


、 过 次 相合 式 58 
》 反之 亦 然 。 

53， 於是 解 普通 二 次 式 之 问题 ,化 得 解 此 硕 的 
\ 广 : 
\ 小 一 a=0(mod. or) (7 篇 质数 ) 。 

此 式 之 任何 解 ， 亦 需 下 式 之 解 : 

， a=0 (mod. 2 (h<k)o 
\ 及 v2— =0 (mod. ») (3) 

以 锐 所 论 ， 将 限 於 此 式 者 ; 邻 取 率 7 篇 先例 。 
》 坛 作 七 个 至 小 正 余 (mod. 7) 之 方 ， 得 
\ 02=0,2%2=4 ee 

(mod,. 7) 。 

y 由 此 可 知 裔 4 三 0, 1,2,4 则 2 三 «(mod. 7) 有 一 


解 ， 车 4 三 3,5,6, 名 急 解 。 前 者 诸 数 篇 诸 方 之 饼 
(mod. 7)， 或 简称 7 之 二 次 鲜 ; .后 者 诸 数 非 是 此 
项 艇 。 

台 。 定 谣 识 必 二 a (mod. p) 有 一 解 ， 则 4 称 
篇“p 之 二 次 了 ” ,不 则 称 篇 “Pp 之 二 次 非 儿 "。 又 
“二 次 ”一 字 每 简便 略 去 。 


OC 
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55， 我 伞 不 竣 惟 肋 ，2 之 二 他 之 积 ， 亦 仍 坊 饼 ; 
二 非 饼 之 积 则 篇 针 ; 而 一 饼 -- 非 饼 之 积 乃 是 非 饼 。 
56. 前 述 结 果 ， 若 用 入 菊 检 德 (Legendre) 符号 
( 台 )， 则 可 用 一 方程 志 之 。 莱 氏 符 号 用 法 如 下 : 
车 4 篇 p 之 饼 ， 姑 此 吃 之 值 篇 十 I， 若 a 非 除 , 则 其 
值 篇 一 1。 央 是 得 : 
Qw 0 /2\o 
(5)(»)= (2) 
由 此 可 知识 %= (一 1 了)"22212224… 草 
m 加 一 Na 2 b 2 C 4 ., 
(3)-(3) (5) (8) (2) 
57， 窜 知 一 数目 mn 是 否 篇 bp 之 镍 ， 宅 须 决 定 是 
否 一 1,2 及 和 之 奇 质 数 的 因子 篇 2 之 族 。 下 面 的 千 
果 可 辟 明 : 


工 (3)=- 1D 2 。 
IT ( 习 =(-0D 2 


的 的 -co 学 :所 。 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 -一 一 一 一 


(p54 篇 奇 质数 ) 

58, 合 者 是 一 重要 定理 ， 名 篇“ 莱 式 反 互 律 ”， 
如 下 述 之 : 变 2 和 与 9 租 二 奇 质数 ， 而 到 而 至少 其 中 之 
一 作 4n 十 1 形式 ， 则 9 答 p 之 余 ， 攻 党 p 篇 1 之 僻 时 
焰 如 此 ， ;而 如 p 和 与 9 均 作 4m 十 3 形式 ， 剧 常 p 往 7 之 
非 余 时 ，9 入 ?之 了 你， 反之 亦 然 。 

此 定理 首 壳 欧 拉 (Buer) 由 逻 验 得 之 ， 稍 后 印 
由 菊 氏 演 篇 普通 形式 ， 并 部 分 的 冬 明 之 。 然 完全 
的 堆 ， 则 高斯 (Gewss) 始 成 之 ， 他 并 作出 入 个 不 
网 的 发 。 其 后 才 示 有 他 人 全 之 ， 肥 全 其 丛 已 有 数 
十 个 了 。 
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用 界 尺 及 圆规 之 作法 
有 法 多 角形 
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1 引言 古 着 朋 克 何 学 家 发 见 了 用 界 尺 及 加 
规 之 作法 於 各 种 简易 的 半 题 。 然 有 首 多 著名 的 问 
题 ， 古 时 人 想 用 此 法 求 其 解 而 未 能 ， 例 如 将 一 立 
方 二 倍 之 ， 将 一 - 角 三 等 分 之 ， 及 求 圆 之 下 方 等 。 
这 些 作 法 之 不 可 能 ， 近 时 始 证 明之 ; 鞭 愉 法 解 出 
了 初等 效 何 学 之 和 园 , 自 必 多 借助 於 解析 的 方法 ， 
如 代数 学 上 之 普通 方法 及 定理 。 并 且 有 许多 作法 
之 可 能 ， 亦 藉 此 项 解析 的 方法 始 发 是 ， 例 如 十 七 
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稳 有 法 多 角形 ， 其 可 用 界 尺 及 园 规 以 作 之 ， 自 欧 
几 里 得 (Buelid) 至 高 斯 (Gowss) 钨 人 想 及 的 。 
2 可 作 性 之 解析 的 标准 “给 一 作法 之 第 -- 步 ， 
是 将 所 葵 问 题解 析 的 演出 之 。 在 有 的 例 内 ， 和 初等 
代数 学 已 僻 用 。 例 如 将 一 立方 二 倍 之 的 问题 ， 我 
们 先 疏 一 移 长 s， 而 求 一 数目 z， 能 sa= 283 者 。 然 
苹 常 用 解析 秦 何 举 当 较 省 事 ; 点 可 用 其 坐标 > 与 
y 决 定之 , 相 稳 与 加 可 用 一 次 与 二 次 的 方程 决定 。 
因此 ， 所 关 的 数目 ， 有 的 是 点 之 坐标 ， 有 的 是 广 
程 中 傈 数 之 比 ， 有 的 则 表 长 ， 面 积 或 笨 积 。 今 立 
以 下 的 

标准 ”所 欲 丛 事 的 作法 ， 信 (解析 的 ) 决 定 所 求 
之 色 何 元 素 的 数目 ， 能 用 有 限 数 的 有 理 算法 与 开 


A 和 ~ 
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法 可 用 界 尺 奥 加 规 坊 之。 
试 先 假定 作法 是 可 能 的 , 则 所 用 直 乏 与 图 ,由 开 
始 时 所 届 的 贻 或 由 直 粮 与 轩 等 相交 的 同 所 活 定 。 
二 直 黎 之 相交 莱 之 坐标 ， 万 是 二 穆 之 方程 中 傈 数 


~ 
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之 有 理 画 数 。 欲 决定 直 儿 y= mx 二 与 因 (z 一 人 0)? 
十 (一 )? = 人 2 之 交点 之 坐标 ， 可 内 二 方程 中 浓 
去 % 而 得 一 2 之 二 次 方程 。 如 是 ，% (并 mz 十 ?或 胃 
除了 一 某 式 之 方 根 而 外 ， 别 无 其 他 佐 理 性 可 得 。 
又 ， 前 面 的 图 与 一 其 他 图 (4 一 6 十 (9 一 门 * 一 交 
之 相交 ， 可 得 自 一 图 输 其 公 慈 之 交 ， 而 此 屁 之 方 
程 ， 则 由 前 者 相 沽 得 之 。 因 之 ， 此 第 三 例 即 化 篇 
第 二 例 。 标 准 内 所 说 放 即 明白 。 

反之 ， 避 如 除 实 平 方 根 以 外 乱 其 他 无 理性 ， 则 
其 作法 可 用 界 尺 与 圆规 篇 之 。 第 一 ， 所 设 的 数量 
之 有 理 画 数 可 由 加 , 减 , 琴 , 除 得 之 。 作 二 段 seg 
ments) 之 和 或 差 , 着 是 很 明白 的 ; 作 二 段 之 积 输 
商 ， 则 如 工 图 与 下 图 中 所 示 ; ”和 至 作 一 段 ， 其 长 
篇 ?= 二 Mm， 旧 可 如 I 图 篇 之 。 
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3. 二 次 方程 之 图 解法 方程 
22 一 00 十 0 一 0 
之 根 乃 是 二 @ 土 VU7=36) 。 如 根 翁 衫 ， 划 降 能 
有 实 平 方 根 之 播 理 性 ， 故 可 满足 前 季 之 标准 。 雍 
作法 中 以 下 面 者 篇 尤 简 : 

作 一 以 BQ 各 翅 径 的 加 此 穆 连 B= (0,1) 奥 Q= 
公信 二 点 。 划 此 辕 与 2 四 之 二 交点 之 坐标 ON 与 
OHN 即 篇 汉 一 az 十 0 一 0 之 根 。 

【发 1] 如 下 图 内 ，08=1, 07T=a, TQ=8。 故 


国之 心 篇 (名 ，2 工 ) ， 牙 径 埠 BDQ 站 角 三 角 
形 之 弦 。 故 此 国之 方程 是 


(2) + ) (D+(S): 
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欲求 其 与 z 款 之 交 点 ， 可 家 y=0， 而 得 2 一 az 十 
b=0。 

[ 容 2】 用 初等 燃 何 学 其 之 ， 可 床 0B 再 遇 圆 认 
0, TQ 光 图 於 D。 连 C8 与 BD。 因 BQ 是 径 ，C0 与 
DD 篇 直角 。 故 00 =5, D7T=0B。 因 在 行 牧 含 等 
狐 ， 故 了 BN 册 刀 1 弦 相等 ， 而 BON 与 DIM 二 三 角 
相合 ，ONW= MT。 蕉 是 OU 二 ON= OM+ M7= 
OT=a。 但 

OM.ON=00.0B=b.1=b, 
故 O 必 与 ON 即 是 2 一 ax 十 b= 0 之 极 。 

4。 有 理性 岛 域 设 如 一 和 数目 有 此 属性 ， 用 

每 一 有 理 演 算法 ， 加 ， 沽 ， 乘 ， 除 (不 能 用 0 篇 除 


数 ) 苏秦 其 任何 二 数 上 自 上 ， 所 得 者 仍 般 此 姐夫 之 . 


数目 ， 此 租 数 目 即 名 “有 理性 似 域 ”。 

例如 一 切实 数 所 成 的 组 是 一 有 理性 便 域 ， 因 任 
何 二 实数 之 和 , 差 ， 积 ,， 商 乃 是 一 实数 。 又 ,一切 
有 理 数 (一 切 正 与 负 的 整 与 分 数 ) 之 组 是 一 有 理 
性 颌 域 。 疏 一 切 正 整数 之 组 非 是 ， 昔 二 正 整 数 之 


64 尺 规 作 辆 


渡 不 必定 篇 正 整 数 。 邹 一 切 正 与 负 的 整数 所 成 的 
组 亦 然 ， 因 二 整数 之 商 ， 不 必定 入 束 。 而 一 切 有 
理 画 数 ， 其 傈 数 需 整 的 ， 由 指定 的 数目 a,D,c… 
所 成 ， 亦 一 有 理性 馈 域 ; 而 云 篇 06,5,… 所 “ 定 ”。 
所 敏 从 事 的 作法 内 ， 所 设 的 帮 何 元 素 篇 4,5,… 
所 解析 的 决定 ， 则 由 4,5,… 所 定 的 有 理性 领域 ， 
名 篇 “ 艇 何 线 本 伟 域 "， 而 用 DD 天 之 。 ， 

5. 除 平方 根 外 无 其 他 扰 理 性 的 阔 数 ” 设 z 答 
一 画 数 ， 用 有 理 算法 及 开本 方 自 DD 中 a,5, … 得 
之 。 则 研究 此 项 画 数 之 用 意 ,在 得 一 可 作 性 人 条件， 
较 之 2 饰 中 标准 万 易 用 。 

+ 之 项 内 重 又 的 根 号 之 数 ， 名 入 此 项 之 “次 ”; 


“ 其 最 大 的 次 用 训 天 之 。 例 如 = /VE+ vB+ 
et vt VY Yet Mfg 内 ， 前 三 项 入 2 次 
者 ， 第 四 项 1 次 ， 末 项 90 次 ; 故 m=2。 但 往往 
一 画 数 可 炙 其 形 使 次 数 低 些 ;例如 V5 可 穹 作 3， 
/10 一 2V3 写作 V3-16 设 ? = 3+tvS, 而 
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”= 3-~v5, 则 w=2， 而 27 一 ?77 包括 二 2 奖 
的 要 者， 可 用 2r 一 妾 代 之 ， 此 则 酌 有 一 2 灾 的 根 


) 了 。 又 设 z 有 3，~5 与 M15， 旧 可 用 和 v3. M5 
1 代 、/ 再 。 广 之 ， 候 任何 一 n 灵 的 根 ， 乃 是 其 余 n 姑 
\ 的 根 及 较 低 次 者 之 有 理 画 数 ， 则 假定 其 用 其 他 根 

表 出 之 。 故 使 其 简单 以 后 ， 各 种 mm 次 的 根 中 没有 
1 一 个 乃 是 其 余 m 次 根 及 较 低 次 的 根 ， 分 开 的 届 兄 


NAA 


7 人 n 一 1 裕 的 根 乃 是 其 饼 n 一 1 者 及 较 低 次 者 之 有 理 
\ 本 数 ， 等 等 。z 如 此 化 成 简单 后 所 有 不 同 的 根 ， 
名 篇 “独立 的 ”。 

， 若 所 得 2 画 数 是 数 个 分 数 之 和 ， 则 化 之 成 公分 
、 母 ， 而 将 z 玫 作 一 根 之 整 画 数 之 商 。 例 如 z= V5 
+ 一半 (r= /38+V 梧 ， 可 使 s 戌 全 形式 
\ 


[4=r V5+2(3+ v5) 一 14]。 
其 次 ， 可 将 分 母 用 下 法 化 之 威 有 理 : 击 分 母 有 
- 根 VEm 次 者 ， 虽 可 使 之 作 a+5 VE 形式 (a 与 


4 


- . RE 
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b 优 ME)。 认 是 用 4 一 VE 乘 分 子 并 分 母 , 仿 此 ， 
可 除去 分 母 之 每 一 m 次 的 根 ， 及 m 一 1 者 , 等 。 如 


前 例 内 t= 仿 (7 二 /3+V5)， 其 第 一 步 得 


_4(- -4r ,， 
(7) 3 VE 


i + 
第 一 步 得 “一 [8 而 一 3V 


_ 834r 一 4rw5 。 
加 4 


如 是 已 证 有 明 ，z 可 成 篇 正则 的 形式 ， 由 诸 项 之 
和 所 成 ， 每 个 篇 根 数 之 积 ， 以 也 中 一 数 往 傈 数 ， 
而 分 并 的 根 是 猫 立 的 。 

例如 5 十 了 一 可 M7+4V5V7 是 正则 的 
形式 。 

6.、 设 % 篇 不 同 的 根 数 (包括 根 号 下 的 根 ) 之 
数 ， 在 2 之 正则 形式 中 者 。 将 ” 根 数 中 之 一 或 数 
侦 汤 易 其 号 ， 即 得 2* 个 “ 共 示 ” 画 数 %= xz1, ze 
zz。 例如 全 = /3 十 2wV5+ /3 一 2\/5 即 是 2 一 8 


| 
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个 共 顽 者 中 之 一 ， 此 中 族 四 个 是 不 同 的 ， 印 : 
vt = 3+2vV5— /3-2~5, z=— 3+2v5 
+ 3-2V5, m= — /3+2V5- /3-2vV5。 此 
2" 共 乾 数 ，X1,22，,… 乃 是 

F(X)= (21) (2 一 22) (TC— Yon) =0 
之 根 。 此 方程 之 展开 式 乱 

F(t) = 和 2 + hr 1 kan, 
扒 此 有 = 一 (ti 十 十 十 Kor)， ja 一 oo 十 33 十 
zws 十 … 例 如 x 二 384 十 2MVD 及 其 共 顽 34 一 2v5 力 
是 民 一 6ax 二 90 一 包 =0 之 凶 ， 其 公 数 在 a 与 b 所 定 
的 馈 域 内 。 

跌 然 mxza,… 有 根 数 ， 其 相称 的 千 合 如 可 见 其 
等 於 乱 吉 些 根 数 的 式 ， 故 篇 ;0,c… 之 有 理 画 数 ， 
傈 数 篱 整 的 。 假 如 万 有 一 根 数 7， 则 可 使 其 成 
友 =p 十 9 和 ?形式 (p 熏 q 均 继 V7)。 当 此 个 不 同 
的 根 数 中 之 任何 其 一 改 均 了 号 ，z1,42,… 雨 两 互 
换 ， 而 (z) 仍 钴 扫 动 。 因 ~ 改 篇 一 MT 有 睹 如 仍 
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无 移动 ， 邹 得 

P+gvr=p—gvVr, 9 一 0， 
而 =Pp 胜 有 V7。 因 太 钴 有 任何 一 根 数 ， 故 等 大 
2 中 一 数目 。 故 夯 数 "满足 一 方程 2C) 二 0, 其 次 

?。 能 满足 各 种 方程 其 傈 数 在 刀 中 者 ; 例如 
M(z) .了 (z) =0, 过 豪 必 (2) 篇 任 何 整 函 数 保 数 在 
了 内。 次 分 苞 明基 些 方程 之 一 重要 属性 。 

定理 ”发 wzzy … zz" 族 共 地 数 中 之 -满足 任 
何 一 方程 j(z) =0 傈 数 在 D 中 者 ， 则 一 切 数 z; 满 
足 此 方程。 

设 xz1=pt+gY? (ww 篇 最 大 次 m 者 ，p 与 (不 包 
有 ~V?* 但 可 有 其 儿 mn 次 或 较 低 次 的 根 数 )， 丹 7 
易 其 号 ， 朗 得 一 其 他 i, 例如 zs=p 一 gro f(z1) 
可 使 其 作 4+ BV? 形式 , 这 襄 4 与 B 狂 有 7。 照 
所 设 ,， f(x1)=0; 即 ，4+BMV?=0。 如 B 二 0, 则 
得 V7 一 “jf ， 奥 假定 根 数 狂 立 相 这 。 故 B=0， 
而 4=0。 因 f (wa) = 4 一 BT， 可 得 ,ftza) =0。 此 
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分 是 me 是 了 (x) =0 之 根 。 

用 此 原理 ， 可 溃 任 何 x 乃 是 f(z) =0 之 根 。 和 起 
简单 及 ， 可 屋 vi 恰 合 二 根 数 ~MT 与 Mr， 篇 m 次 
者 。 夫 是 (5 节 末 》 

Jo) = A+BVr+OVr + BVr NY, 
到 里 4,B,0,B 就 小 於 m 奖 的 根 数 。 因 根 数 之 猎 
并 性 ， 可 昂 4,B,0, 吾 必 均 篇 0。 令 设 4 有 三 极 数 
wa V9 ws 篇 m 一 1 次 者 ， 则 A4=g+hwvsti 
MF IV Ths + tq eS Mo 
如 前 ，4=0， 邹 使 9, ;9 亦 坊 0。 仿 此 ,也 ,C， 
召 内 床 然 。 其 他 mm 一 2,…,1 各 次 的 根 烧 亦 可 如 是 
篇 之 。 因 之 ， 
f x1) =ad+ eVT+fVT i INT + pV MY +Y 
MPMNS+… 十 iV? MY Ms 十 … 中 每 个 集 数 a,e， 
f,… 篇 0。 因 zi 可 用 改 妃 某 个 根 数 和 Vr, 和 /7 ,Vs 
… 之 号 之 法 自得 之 ， 故 了 (zi) 亦 可 如 是 由 前 了 
(ze1) 式 内 得 之 。d, 6c, 了,… 和 肥 壤 0， 帮 f(zw) 需 0。 
於是 宫 篇 f(x) =0 之 根 。 
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8. 6 节 内 便 指出 ，z; 满足 一 方程 了 (2) =0 其 
次 数 篇 公 数 则 在 D 内 。 此 项 方程 内 ， 今 设 其 一 
次 数 至 低 者 ， 篇 i 次 的 ， 作 $(2?) =0， 而 之 保 
数 则 可 假定 其 篇 1。 如 是 ! 次 的 方程 不 能 有 二 ， 
相 减 时 即 可 得 一 次 数 小 於 ! 的 方程 , 公 数 在 D 内 ， 
根 篇 io 

今 可 给 明 有 (z) 乃 是 w(z) 之 乘 方 。 用 w(z) 除 
互 (oz， 井 假定 其 商 需 五 (+)， 伯 篇 + (2) 次数 小 
於 1CGm (z) 与 r(x) 篇 整 画 数 ， 傈 数 在 刀 内 )。 则 
F(z)=$(2) :h(t) tr r= 因 F(e) 
= 一 0，d(o) 二 0， 即 7(x1) = 二 0。 如 7(z) 非 篇 0， 则 
r(z) =0 之 公 数 在 D 内 , 其 根 篇 v1, 次 数 小 於 ! 者 ， 
此 序 世 所 设 7! 篇 此 项 方程 之 最 低 次 的 假 家 。. 故 
7(z) 篇 0， 而 P(x) = (2) (2)。 

如 (2) 篇 一 常数 ， 必 保 1， 了 (x) 序 篇 由 (7) 之 
一 次 方 ， 认 是 所 襄 的 定理 苯 有 明了。 反之， (2) 
篇 F(x) 之 因子 次 数 大 於 或 等 评 1， 而 本 (2) =0 至 
少 有 F(x) = 0 之 一 根 必 和 需 根 ， 故 (7 节 ) 即 有 每 个 mx 


可 化 与 不 可 化 的 函数 ?71 


入 根 。 府 之 ， 瓦 (z) =0 有 z1 篇 根 ， 故 由 前 其 法 ， 
Fi (2) 一 上 (0) 52(Z)， 
过 嘉 脉 (z) 乱 整 面 数 傈 数 在 了 内 。 如 肋 (z) 化 篇 党 
数 ， 必 篇 1，(z) 即 篇 $ (2) 之 平方 ; 定理 亦 序 其 
明了 。 反 之, 同 前 的 枉法 可 明 
Palw) =$(%). Pals) o 
如 是 下 去 , 可 得 。 F(z) = [4(z)]t。 
此 式 右 端 之 次 入 1b， 而 左 映 仍 2， 帮 1 篇 名 之 除 
数 ， 而 4(z) 之 坎 数 需 2 之 乘 方 。 於 是 我 们 得 下 定 
理 : 

不 二 的 最 低 次 的 方程 ， 傈 数 在 D 内 ， 而 篇 (由 
刀 中 数目 用 有 限 数 有 理 算法 及 并 平方 法 推 得 的 ) 
画 数 x1 所 满足 者 ， 其 次 数 篇 2 之 乘 方 。 

9。 可 化 与 不 可 化 的 函数 一 整 画 数 /z) 其 保 
数 在 D 内 者 ， 袖 其 能 否 化 篇 二 整 画 数 每 个 均 篇 
三 1 次 者 , 保 数 亦 在 D 内 ) 而 名 篇 在 此 领 城内 可 化 
的 或 不 可 化 的 。 例 如 字 一 4 状 任 何 倾 域内 为 可 化 ; 


必 一 8 在 有 理 数 颌 域内 不 可 化 ， 在 实数 颌 域内 可 


化 ; 2 十 4 在 后 者 内 不 可 化 ， 但 在 -… 切 实数 熏 厅 
数 馈 域内 可 化 ， 因 
22 二 4 一 (二 20) (2-2) (= 二 全 。 

10。 8 节 内 所 定 的 由 (z) 在 刀 内 不 可 化 。 盖 融 
(7z) 坊 二 整 画 数 之 积 ， 每 个 次 数 均 需 三 1， 傈 数 
在 DD 内 ， 剧 当 一 因子 使 其 等 於 0 时 将 得 一 方程 ， 
其 保 数 在 DD 内 , 而 篇 x 所 满足 , 次 数 划 小 於 $(%)。 
然 此 序 记 关於 $(2) 之 假设 。 

一 方程 G(x) =0 名 乱 在 刀 内 不 可 化 者 , 假如 西数 
G(z) 於 刀 内 不 可 化 。 方 程 %(z) =0 乃 是 惟一 在 D 
中 不 可 化 者 ， 共 根 篇 %1。 著 设 G(x) =0 在 DD 内 不 
可 化 ， 其 根 篇 x1:， 则 8 凶 内 所 用 论证 法 放 明 G (2) 
有 因子 %(z) , 故 G (2) 必 篇 p(X) 与 一 常数 之 积 。 故 
8 和 节 定 理 等 於 下 面 者 : 

天 三 的 在 了 中 不 可 化 的 方程， 短 ( 由 也 中 数目 
用 有 限 数 有 理 算 法 婴 阴 不 方 法 推 得 的 ) 画 数 必 所 

11. 由 此 定理 及 2 和 节 之 标准 , 即 得 一 


. i 
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也 中 不 可 化 的 方程 其 砍 数 非 篇 2 之 乘 方 者 ， 则 此 
作法 不 能 用 界 尺 与 天 规 篇 之 。 

贡 。 由 前 面 的 结果 , 乃 可 研究 引 首 中 所 述 三 著 
名 的 间 题 。 

们 一 立方 ”此 问题 即 昨 欲 求 一 立方 ， 其 栖 积 们 
於 一 已 知 的 立方 。 奖 已 知 的 立方 之 一 四 取 篇 长 之 
单位 ， 则 可 知 所 求 的 立方 之 一 避 z， 乃 是 代 =2 
之 极 。w; 一 2= 0 共有 理 数 便 域 内 不 可 化 ; 划 苦 
可 化 ， 旧 能 有 一 次 的 因子 ， 因 而 有 有 理 根 了 。 改 
交往 一 根 (4 与 5 篇 整数 揪 公 除数 ) , 旧 a?=253。 故 
并 a 篇 惕 的 ，4=2c。 於 是 46= 二 六， 而 5 篇 偶 的 。 
因 之 ,oa 与 沟 篇 偶 , 而 有 公 因 子 2， 此 邹 着 所 惟 者 。 
凡人 中 王 2 之 隶 数 非 需 2 之 乘 方 ， 故 由 前 节 知 此 闫 题 
不 能 用 异 尺 与 图 规 解 之 。 


角 之 三 等 分 欲 腑 明 一 随意 的 角 ， 不 能 用 界 尺 、 
和 与 圆规 三 分 之 ， 座 须 证 明 一 特例 如 120” 角 使 行 : 
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( 赴 : 有 的 特例 如 360°, 180°, 90° 的 角 ， 可 三 分 
之 ， 因 120”,60",30" 的 角 可 用 界 尽 与 圆规 篇 之 ) 。 
作 一 40° 的 角 ， 等 於 作 一 直角 三 角形 ， 其 弦 需 1， 
底 乱 oos 40"。 照 三 角 学 ,cos 3% 二 4 C08 2 一 3 c08 x， 
而 cos120== 一 去 ， 故 


4cos340? 一 3cos40? 十 工 - 0o。 


2 
用 2 夷 之 ， 并 设 y=2cos40”, 得 
4 一 3 十 1 一 0。 


此 方程 从 有 理 数 颌 域内 不 可 化 。 盖 车 可 化 ， 则 有 
一 次 的 因子 并 一 根 了 (0 和 与 5 篇 整数 ， 人 无 公 因 子 ， 


5 需 正 的 )。 今 设 y= 也 ， 并 用 以 生得 


a 2 
万 一 3 十 刀 =0， 


而 名 乱 一 整数 。 屋 ?> 1 “与 5 序 有 公 因 子 >1e 
帮 5=1。 整 根 y=a 使 6 一 3o 成 篇 4 之 整 迟 数 ， 故 
方程 中 常数 项 1， 必 篇 之 倍数 。 从 是 4= 土 1。 
由 试验 可 知 十 1 奥 一 1 均 不 能 篇 此 方程 之 根 ; 故 归 


求 图 之 平方 ”有 法 多 饮 形 与 一 之 根 癌 过 关 保 756 


11 节 ， 三 分 120* 角 不 能 用 界 尺 奥 图 规 知之 。 

又 ，9 兆 有 法 多 稳 形 不 能 用 界 尺 与 天 规 切 人 国 
内 ， 故 此 问题 不 可 能 。 

求 图 之 平方 此 问题 在 用 界 尺 及 园 规 作 -平方 ， 
其 面积 等 礁 一 以 R 傣 牢 径 的 已 知 国之 面积 XR?。 
此 项 作法 不 可 能 。 革 车 可 能 ， 则 可 取 答 单位 ， 
而 能 满足 一 有 更 保 数 的 代数 方程 了 。 然 此 是 不 
能 者 ( 参 秽 第 九 篇 )。 

13， 有 法 多 壹 形 与 一 之 根 关 之 天保 试 论 一 
造 有 法 多 造形 切 从 一 单位 图 内 者 。 我 们 用 痊 角 华 
标 系 ， 起 点 在 图 心 ， 而 x 轴 迪 多 兆 形 之 一 角 。 此 
项 角 点 之 坐标 篇 (1,0) 。 若 篇 四 稳 形 ， 则 其 从 顶 
点 之 坐标 如 下 图 所 示 。 洲 4 篇 任何 数 ， 旭 其 除 族 
项 点 如 下 右 图 中 所 示 ， 央 之 篇 (21 加) …，(or 


Ed a 
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-一 -一 一 一 


Yn-1)。 因 1 亡 形 每 兆 所 对 在 心 之 角 其 量 篇 
玖 wl1= C08 的 ”=n 本 ”2 二 CO03 经 8 
红 ， 等 等 。 平 面 内 每- 点 (cg 不 二 的 决定 一 条 
数 x+i (= 一 卫 。 

友之 ， 亦 然 。 故 四 渴 形 之 各 顶点 ， 其 林 数 乱 : 


1 一 一 GD 
而 % 泪 形 之 各 顶点 ， 其 杂 数 篇 : 
] ,二 cos2T 十 stm 2 ; To 一 oos 氏 二 ii 多 》 
n nh nN n 
gn_1 (2) 
‘pn C08 20m— Dr 二 %82%n 2m— Dx o 
多 nN 


因 尝 = 一 J]， 帮 (1) 之 四 数 乃 是 以 下 方程 之 根 : 
v=1 (3) 
面 朗 名 篇 1 之 四 次 根 。(2) 中 任何 一 数 乃 是 以 下 方 
程 之 根 : 
2 一 工 ， (4) 
故 名 篇 1 之 ? 欢 根 。 芋 因 


德 摩 夫 尔 定理 7? 


故 用 和 合 面 的 公式 (5) ， 知 ?k==c082Et 十 52n287 二 
1--i.0=1。 
14.。 德 雄 夫 栈 (de Moivre) 定理 ”人 条 "起 任 
何 正 整数 ， 邵 得 - 
(cos4 +i sind)"=cos nAt+isinnd (5) 
我 们 可 先 改 此 式 : 
~ LeosA tisind) (csB+isinB) =c08(A+B) 
+%8n(A+B)o (6) 
家 4%==cos dcosB—sindsinB= cos (dA+B), b=cosd 
sinB 十 somnAcosB=sin (4 十 万) ， 划 前 积 印 作 w 十 包 
式 。 价 於 (6) 内 使 =A4， 邵 得 mn=2 的 (5); 才 
% 一 1，(5) 自然 无 误 。 故 用 数学 上 的 电 稍 法， 印 
Co 这 之 至 於 任何 指数 %。 我 们 可 假定 於 %==m 优 
问 ， 仓 
(cosA+i8ind)™=c08 mA -ti sin md, 
则 可 用 cos4+tsim4 乘 其 雨 端 ， 而 用 (6) 以 得 右 
端 之 积 ， 则 得 
(cos4 十 ?1 804) "ii = co8 (m+1) A+¢ sin 
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Eh 

(m+1)4; { 

如 是 ， 伶 =m 十 1 亦 儿 误 ， 而 (5) 之 铺 机 的 瞪 全 | 

了 。 人 
15. 由 德 氏 定理 ， 知 前 面 之 (2)， 乃 是 / 

r=008 2T 十 4 gin 2 (7) 

之 4 志方 。 故 他 可 作 已 下 形式 : 。 、 / 
= lo ( 
因 过 w 个 数目 是 不 同 的 ， 而 是 (4) 之 根 ， 故 印 

篇 (4) 之 一 切 根 。 一 代数 方程 之 次 者 ， 其 根 亦 

不 能 多 亦 怀 个 ( 昂 第 五 篇 10 节 ) 。75 页 右 阁 单位 加 / 

内 所 切 有 法 n 潮 形 之 各 顶 角 ， 可 天 个 分 关 的 数目 

| (8) { 

篇 1 之 一 切 % 次 根 者 。 过 衰 "篇 (站 所 定 。 《4 7 
如 m=4， 巡 些 数目 邹 是 1 全 认 = 一 1) 训 = -io ( 
16。 杂 数 0 ==cos4 十 i sin4 之 倒数 篇 C1!=cosA / 

一 i8in4, 因此 二 考 相 乘 之 积 篇 cos?4 十 sin?4 =1， 

- 


其 和 C++C- 则 篇 2c084。 人 
用 界 尺 与 图 规 切入 一 有 法 n 沁 形 ， 等 内 作 一 细 


A 
% 
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的 角 ， 即 等 肉 作 一 直角 三 角形 ， 弦 篇 1， 底 篇 eos 
于 者。 所 以 我 们 不 必 决定 7[ 如 前 (7) 所 定 者 ] 之 
灯 根 ， 厂 须 活 定 + 十 7" 一 2c0s 中 便 行 。 因 "=1， 
故 r!:=oot。 於是 可 求 (8) 之 某 个 富 值 的 结合 ， 
如 7 十 一 者 。 
17， 有 法 五 进 形 与 十 过 形 ” 蕉 n 一 5， 今 欲 决 定 
ZA 


2r ，， , 2 
一 ?十 人 二 2008 证 (=e Ftising)e 


办 ”=1, 7 二 1l， 部 得 


45 一 工 
M 一 工 


故 车 7 十 欠 求 得 ,期 亦 得 站 三 只 十 交 因 mm 十 站 二 

1。 二 数目 之 和 与 积 已 知 ， 则 序 能 决定 其 值 。 
改 可 计算 mm 相 乘 ， 得 

Cr 二) (72 十 和 9) 二 十 十 个 二 十 如 十 ?十 


一 只 十 中 十 名 二 十 1 一 0o 


人 2 一 一 1o 


由 此 知 m 与 出 力 是 x2 一 M0 二 )% 十 Nom 三 十 


一 1=0 之 根 译 ( -14V5) o 
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因 乌 角 之 cos 是 正 的 ， 色 得 


1 x 1 
去 (~1t~v56), 和 一 可 人 1 


2r ~ 


8 


No = 2c08 
一 ww5)。 
由 此 mh 之 值 ， 序 可 作 各 的 角 。 股 404 与 BOB 
篇 忆 咎 径 的 图 内 之 相 乘 直 的 径 ，L 篇 04 之 中 点 
(如 下 左 图 ) 。 则 
BI2= RH+ (村 BR) BM= 吉 RvV 
今 以 IW 入 心 ，BMW 篇 秆 径 作 图 ， 交 04 於 C， 而 久 
篇 00 之 中 点 ， 划 
00= 吉 R(VE-l)=Rno, ON= RoE。 


作 DN 与 0B 在 行 ，DON 角 等 从 屋 ， 故 4D 妈 


~ 


pe 
4 


~ 
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是 内 切 五 兆 形 之 避让 。 
今 可 略 去 DX, DO, D4, 而 膝 朋 CB= 5S6,00 等 
於 一 有 法 十 亡 形 之 站 Sioo 
盖 Sio=2Rsinl18° = 2Reos72°=2 Reos 符 = 
Rno= O06 


其 问 ，sim189=c08720 一 1 一 992m236?。 用 2RR? 乘 
之 ， 而 以 Ss 代 2Rsim36%， Sjo 代 2Rsim180， 即 得 
Rsio=2R?— Ss?o 
但 和 篇 人 2 十 x 一 1=0 之 极 ， 而 有 no 一 So， 故 
Sio:+ Rsio— R?=0o 
而 Sio:+ Ri= Ss?o 
因 00=Sio，0B=R， 故 BO=Ss。 座 是 得 
裔 404 和 与 B0B' 吝 相 垂 直 的 径 ， 信 篇 秆 径 04 
之 中 点 ， 则 以 履 篇 心 MB 篇 生 径 的 因 交 04 礁 C， 
而 0C 与 BC 即 是 内 切 有 法 十 泪 册 五 沉 形 之 稳 Slo 
前 面 右 图 ， 显 出 内 切 十 过 ， 六 滥 ， 及 五 潜 形 之 
赵 间 之 天 保 : So 二 Se 一 So。 
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138， 设 2 篇 质数 ， 则 Pp 这 有 法 形 可 用 界 尺 与 贺 


规 篇 之 ， 此 不 仅 擒 p=3, 5 如 此 ， 即 p=17 及 其 他 
较 大 的 值 亦 然 。 此 篇 高 斯 所 发 见 ， 其 普通 定理 网 
27 节 。 

前 节 内 论 p=5 了 时 ， 便 用 过 ?十 多 与 从 十 中， 名 
篇 “ 通 期 "。 设 后 者 作 7,7?,7: ,72=73 实 序 写 之 ， 
伸 每 个 乱 其 前 之 方 ， 旭 可 昂 取 其 等 佳 的 项 时 ， 序 
得 过 期 。 夺 於 2 之 其 他 值 ， 或 即 不 能 将 1 之 p 次 诸 
厅 根 7273， 797， (9) 
列 成 如 是 次 序 , 使 每 项 般 其 前 者 之 平方 。 事 实 上 ， 
2=7 即 不 能 如 此 ， 因 第 四 项 ”与 第 一 项 7 同 ， 但 
车 使 每 项 需 前 者 之 立方 ， 即 行 : 

人 872 .75 9475。 

第 七 篇 仑 凶 便 指出 ， 泥 於 任 何 质 数 p 有 一 整数 
9( 名 p 之 质 根 )， 用 p 除 1,9,9*，…9g? 悦 所 得 饼 数 作 
某 种 次 序 1,2,…p 一 1。 故 

19, P92, 9r02 2 (10) 


诺 根 与 (9) 以 某 种 次 序 相同 。 


SA 


有 法 17 奸 形 8 


19.。 有 法 了 3 过 形 於 p=17， 可 取 g 一 3， 因 用 
17 除 3 之 各 方 1 ,3, 总 ,…315, 潜 儿 数 篇 
1,8,9,10,13,5,15,11,16,14,8,7,4,12,2,6, 
乃 是 1,2,…16 之 一 个 炙 互 。 试 取 其 释 易 的 项 ， 得 
过 期 
mo 一 人 十 名 十 全 3 十 ?15 十 全 6 十 各 十 全 十 介 ， 
全 一 和 4 十 9 十 入 十 ?十 全 4 二 全 二 各 二 入。 
国生 =1T，7 款 1， 部 得 


m17 1 
4 一 工 


和 从 可 知 m-Hh= 一 1。 将 二 者 相 乘 ， 即 momt, 得 
64 项 ， 而 用 "7 一 IT 以 化 去 大 指数 ， 可 知 每 一 根 四， 
加 恰 届 网 四 次 。 故 

mon 一 生 他 十 从 十 … 十 人 0) 二 一 4。 

但 mi 篇 必 一 Go 二 和)% 十 Mom 二 0 之 根 。 故 h 

与 mi 满足 


一 7 十 95 十 十 ?十 1=0。 


22-X 一 4 一 0 (11) 
礁 o 内 及 内 取 多 易 的 项 ， 序 可 各 得 二 表 期 : 


no =7 二 913 二 916 二 14 Ng 一 99 十 045 十 8 十 和 2， 
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(= 一 mo 十 人 )。 
二 十 和 十 人 十， 和 Ng 一 0 十 人 十 7 十 了 5， 
(m= 十 ma)o 
我 个 容易 明白 mm 一 一 1= 由 ms。 故 
mo, me 满足 2 一 ox 一 1=0 (12) 
nN nN ;; WNMiz—1=0 (18) 
照 16 节 所 说， 被 须 次 定 ?十 91 便 行 。Yo =”? 十 
75, m4 二? 十 ?4 之 和 篇 no, 积 篇 m7 , 故 7o ,mh 满 
是? 一 gw 一 0 . (14) 
欲 决 定 (11) 之 何 根 是 m, 何 根 是 和 ,以 及 (12) 一 
《1g) 内 之 相仿 的 问题 ， 可 用 下 式 : 


or 2 ， ，28r ，，，2pr 
7 一 20817 十 ?34 了 T7 名 60037 十 ? 80 了 7 9 


故 可 知 mo = 2cos 他， WN = 2c08 和 ， No > "eo 


10r _ 7x 
而 用 eos 7 一 一 508 17 时 ， 可 得 
)， 2 8r ，，，- 6r _ 了 。 
mo = 2c08 1#+ 2co8 7 N1 = 2c08 17 200s -5 


故 me 与 中 是正 的 。 又 


~ 


~ 
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Th 一 2008 5 — 2oos 了 一 - 2ons 了 全 ~— 2008 了 7 


是 毁 的 ， 因 首 项 小 航次 项 。 但 om 一 一 4 故 m 是 
正 的 ， 而 由 (11) 一 (1 多 知 
mm = 到 (V 了 -TD， m= 二 (VD, 


,1 / 1  » 
mp 二 可 ?十 网 T+ 地， 


n= 诗人 h 十 J 1+ Mo 
20.。 有 法 坟 旭 形 之 作法 ”人 於 单 位 图 内 作 二 慌 
站 的 径 4B,0D, 4 与 D 点 作 二 切 名 相交 於 Se 试 


决定 如 点 ， 伯 4B= 于 48， 则 4 肌 = 计 ， O08 = 
VAT A 了 V7。 以 加 篇 心 ， 0B 篇 全 径 ， 
作 图 奖 48 於 卫 及 天 。 则 4F= BF-B4= 0 一 

1 _1 ， 1 1 


于 = 诗 o，4 相 =BP+4=0B+ 并 一 一 喜 


mh, OF= V 402+ AF*= V 1+ 到 mm， OF= 


J I+ 到 mo 又 以 了 篇 心 FO 篇 生 径 作 图 交 45 於 
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有 ; 以 玉 篇 心 丰 0 篇 御 笃 变 45 肉 卫 , 则 4 二 4F 
+ FH=AF+ FO= 可 mm 二 + nm 
AF =PH -FA=OF -AF=mo 
此 外 ， 再 须 作 (14) 之 根 ， 此 划 可 照 3 季 篇 之 。 
作 五 TQ 与 40 平 行 ， 变 0C 蕉 T。 使 TQ=A4H'。 将 
了 = (0,]1) 和 与 @= mo ,mh ) 相连 ， 而 以 BQ 篇 径 作 
圆 ， 则 此 图 和 与 x 轴 O07 相 交 的 点 ON 与 OM， 即 是 


(1 之 根 。 大 较 大 的 根 "o” 入 OM 一 2o08 中 。 


0 之 徘 直 的 平分 线 ZP 交 单位 圆 於 P。 而 co0s 


LOP=0L= eos 各， 即 LOP= 7 。 故 CP 辟 即 


是 内 切 十 七 过 形 之 一 兆 。 


"~ 


~ 


~ 
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21， 饭 队 过 p= 5，17 二 特例 ， 可 央 述 高 斯 之 
任何 质数 2 的 理论 。 

设 p 一 1=ef 篇 p 一 1 之 任何 ~- 种 因子 分 解法 ， 
我 们 可 将 p 一 1 个 要 (10)， 分 篇 。 租 ， 每 租 / 个 。 
第 一 租 内 有 第 一 - 根 *"， 杂 之 者 篇 第 e 个 根 "0, 於是 
又 役 之 以 第 。 个 根 ， 等 等 。 第 二 组 有 第 二 根 yw， 
糕 之 者 规 第 。 个 根 ， 等 等 。 各 和 组 内 之 指数 於是 如 
~ 


1, 02， gee 0 


etl gy2etl .on 一 De+l 
9;，9 ，19 7 (15) 


Somoseser otrooteeeeseeo emises 


任何 租 办 根 之 和 ， 名 篇 一 “ 负 期 ”?。 故 各 通 期 
如 下 : 
Wy = 0 te 0 1， 
"6—1) (16) 
设 f=e, 广 篇 /之 因子 解法 。 则 p 一 1=ee 六 ,如 
前 ， 可 得 
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ny Ep 十 7950 二 十 qr920e ti 。 十 090 一 Dee ty (7 二 0， 


1 …e6 —1) (17) 
每 明 期 (16) 乃 是 某 e 通 期 (17) 之 和 ， 
Me tt tre Ye-Detn (F = 0, 1, 
“6— 1) (18) 
而 我 们 已 知道 此 右 端 内 有 每 一 要 21*, (s =0， 
Ife 一 1) 一 次 且 庆 一 次 , Ys 亦 然 。 
设 广 =e 了 篇 六 之 因子 分 解 。 则 p 一 1 篇 eee” 
与 疡 之 积 ， 故 
M9 9 pee tt ,| of ee 
+, (t=0,1,°00 0 —1) (19) 
每 明 期 (17) 是 某 e” 通 期 (19) 之 和 ， 
Y= op tN ge0rpy te TN eiyepy (7 = 
0,1 eg 一 1) (20) 
仿 此 ， 再 可 设 /” = ef” 等 等 ,直至 /0=1 
篇 止 。 如 是 ， 每 遇 期 分 成 篇 项 数 较 少 的 诸 过 期 ， 
最 后 的 遇 期 只 有 一 项 。 例 如 ，2p=17, 可 到 e= 2， 
f=8,6=2, f=4,0=2, f=2,6"=2,f"=1, 


Ee 
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而 得 19 节 内 之 过 期 。 

下 面 二 定理 ，38 季 内 苯 之 : 
0 次数 入 所 数 入 本 者 之 要 。 

定理 二 “ 个 迪 期 ， 每 个 答 广 项 者 : 

Ws Worps W 2etk3 "TN Cer -le (21) 

其 和 失 us 乃 是 一 方程 抽 的 二 0 志 措 其 天 
篇 0 , 傈 数 姑 篇 mo 人 h,… "le 之 一 次 的 责 数 (其 保 
数 和 区 )。 

定理 二 所 述 於 p 一 1 之 任何 因子 解法 均 可 用 ， 
故 可 稳 改 多 其 记号 法 ， 用 於 其 他 的 因子 解法 上 。 
我 们 可 取 因 子 ee, e”, 广 ， 即 知 e 个 过 期 ,每 个 /” 
项 者 : 
De (22) 
其 和 篇 办 z， 乃 是 一 态 程 kz) =0 之 根 ， 其 次数 
篇 o ， 傈 数 篇 To Too…Yeor-i 之 一 穴 西数 ( 保 数 


每 饥 f” 项 者 : 


90 只 规 作 辆 


Mpa WN oe00rrps MW 2e0r0r th 和 和 全 G01)eerer th 

(23) 

其 和 篇 4， 力 是 一 方程 8%(%) 一 0 之 根 ， 甚 次 

数 篇 e”, 保 数 篇 和 6,1 ow0r-i 之 一 次 页 数 

( 傈 数 篇 整 者 ) 。 最 后 ， 可 得 6 次 的 方程 篇 一 项 

所 成 的 过期 所 满 是 。 认 是 可 知 设 。e, 6 ，…e 篇 下 
数 ， 其 积 篇 2 一 1， 则 可 决定 一 系 方程 

Fw) =0, pil) 一 0， 史 (2) 一 0 有 05(2) 
=0， (24) 
其 次 数 篇 e, 6 ,0 ,…e?, 者 ， 此 中 第 一 个 之 傈 数 
是 整 的 ， 而 其 余 各 个 之 集 数 乃 是 ( 蒂 有 整 保 数 的 ) 
其 前 者 之 根 之 一 次 夯 数 ， 而 最 后 者 之 根 ， 乃 是 1 
(10) 之 杂 p 次 要 。 

22。 设 2 一 1 篇 2 之 乘 方 ， 则 ee， … 可 均 篇 2， 
伸 (24) 业 需 二 次 方程 。 从 应 用 至 认 有 法 多 揭 形 
上 ， 可 了 略 去 末 和 后 的 方程 ， 其 根 篇 1 之 p 次 杂 根 者 ， 
因 我 个 实 需 要 ?十 和 而 7 十 和 1 乃 是 (24) 中 一 方 
程 ， 通 在 其 前 者 ， 之 一 根 。 欲 证 此 ， 可 注意 由 第 


人 


人 
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七 篇 和 7 凶 p 之 质 根 g 满足 y 寺 一 1 (mod. p)， 过 让 
e= 序 C 一 D， 佛 ?7 一 +1。 但 欲 得 工 有 二 项 的 
通 期 汉 , 则 必 使 /=2,c= 2 (p 一 1) 内 (16) 内 。 
於是 全 一 wo? 十 roett 一 yo 十 们 下 。 由 16 季 并 首 所 
说 ， 是 实数 。 因 所 售 项 数 多 讼 2 的 遇 期 篇 恰 合 
二 者 之 和 ， 故 知 每 遇 期 是 一 实数 ， 除 一 项 的 届 期 
不 计 。 因 知 用 以 计算 ”十 -+ 一 2cos 2 的 二 次 方 
程 ， 一 切 均 有 实 根 。 所 电 若 p 一 1 篇 2 形式 ，2c08 
网 之 值 可 由 解 一 租 二 次 方程 (有 实 根 者 ) 得 之 ， 
了 照 3 凶 ， 到 可 用 界 尺 与 加 规 入 之 。 认 是 得 此 定理 ; 
区 < 二 2 二 1 式 的 质数 ， 则 可 用 界 尽 与 圆规 作 -一 有 
A 
“0P 之 p 洲 形 切入 图 内 。 
23、 次 论 有 法 n 滥 形 ， 於 此 nn 有 二 个 或 多 个 不 
同 的 因子 p49," N= pie gee 
识 如 已 得 一 n 稳 形 ， 划 可 巡 某 个 顶 昧 而 得 一 疡 
让 或 9! 渡 的 形 。 反之 亦 然 。 广 之 ， 贡 % 熏 0 互 览 ， 
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则 自 o 换 形 铀 ) 婉 形 可 推 得 -中 进 形 。 由 第 七 籍 32 
节 ， 可 有 整数 "与 4， 能 cx 十 中 = 1 者 。 因 有 痉 和 


于 角 ， 可 作 其 倍 角 ， 并 加 之 ， 即 得 


2 2 2x -2r ， 
“t+ +) = 证 


因而 可 作 有 法 a5 兆 形 。 认 是 苯 得 此 定理 : 
刀 和 中， 竺 过 ，… 形 能 切入 而 内 时 ， 且 入 当 此 时 ， 
焰 能 用 界 尺 与 圆规 切 太 有 法 过 形 认 图 内 。 

24. 今 只 须 再 答 一 有 法 多 挡 形 ,其 渴 数 乃 是 质 
数 之 乘 方 ， 如 py。1 之 pr 次 根 篇 x?' =1 之 根 ， 但 
非 zz 和 于 一 工 之 根 ， 其 形式 作 


a 


2x . .9x 
”== C08 二 十 % 8i% 他- 2 py 
闵 p 《~ 
故 ? 是 以 下 方程 之 根 : 
Pl 一 02 和 (0 Fp lp2) 十 十 pl 
wp ml 1 


31 名 内 往 指 出 ,此 方程 认 有 理 数 僻 域 内 不 可 化 。 
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信 有 法 p: 渴 形 能 用 界 尺 奥 圆 规 切入 图 内 ， 则 其 各 
顶点 之 坐标 zi, Yi 除 实 平方 根 外 恩 其 他 无 理性 。 
故 za 十 记 s 除 实 或 幻 的 平方 根 外 ， 无 其 他 无 理性 。 
前 5 一 10 节 内 所 花 ， 根 数 不 限 认 实 着 。 故 照 10 节 ， 
(26) 之 次 数 必 人 篇 ?之 乘 方 。 襄 8>1, 则 除 p= 2 外 ， 
or:(2 一 也 非 沈 2 之 乘 方 。 故 得 定理 : 设 p 往 质数 
有 法 各 形 朗 不 能 用 界 尺 与 圆规 切入 图 内 。 

25。 照 此 定理 并 22 他 之 定理 ， 故 知 设 p 篇 质数 
>2, 划 荆 当 p 篇 2 十 1 形式 时 ， 有 法 p 渴 形 乃 可 用 
界 尺 与 图 规 需 之 。 我 们 知道 屋 万 = (25 十 1)g， 则 
么 十 1 非 质数 ， 莱 如 是 2 十 1 可 有 因子 2 十 1。 如 太 
卿 至 罗 子 ， 则 必 租 2 之 乘 方 2:。 认 是 得 : 

设 p 入 质数 >2， 则 党 p 乱 以 下 形式 时 ， 是 各 当 
此 时 ， 有 法 忆 兆 形 乃 可 用 界 尺 与 圆规 作 之 : 

22 十 1 (27) 

26.。 座 是 引起 此 间 题 : ! 篇 何 数 时 ，(27) 是 质 
数 。 肉 {=0,1,2,3,4, (27) 篇 3,5,17,257,65537， 
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均 需 质数 。 有 名 算术 家 林 马 (Zermab) 全 猜想 以 
篇 :篇 任何 数 ，(27) 均 是 质 ， 但 欧 拉 (Buler) 广 
明 t=5, (27) 即 非 质 : 

232 1=641.6700417。 

又 , 於 1=6,7,8,9,11,12,18,23,36,38,73， 
(27) 亦 非 质 。 

27. 因 任 何 一 角 可 平分 之 ， 故 如 有 癫 % 渴 形 可 
作 ， 旭 2x 先 形 亦 可 作 。 於 是 得 定理 : 

识 n 一 22p1p2… (Pp1， po，… 篇 不 同 的 作 2 十 1 形 
式 的 质数 ) ， 且 算是 如 此 ，% 稳 有 法 形 乃 可 用 界 尽 
开国 规 大 之 。 

最 小 的 荆 p; 是 3,5,17,257,65537。 庆 t=5,6， 
7,8,9, 此 数 非 坑 质 。 众 {=10, 此 粗 有 155 位 至 
其 是 否 般 袖 ， 则 人 告 未 定 。 

有 法 % 兆 形 ，2<n 二 26， 可 分 管 二 类 : 

可 切入 者 : 3,4,5,6,8,10,12,15,16,17,20,24; 
不 可 切入 者 : 7,9,11,13,14,18,19,21,22,23, 25。 
、28，1 之 拭 根 2"=1 之 根 +, 佼 不 能 满足 2/=1， 
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於 此 0< 习 <n， 划 名 篇 1 之 % 次 质 根 。 例 如 i= 
~ 一 1 力 是 1 之 四 次 质 根 ， 因 六 =1, 而 全 们 ,人 记 导 
i 不同 。 又 如 


2r |, . 2r 
和 一 C08 -一 十 ?829 一 
名 名 


乃 是 1 之 n 次 质 根 ; 照 德 氏 定理 ,7 是 六 之 至 小 正 
乘 方 等 雁 1。 

设 7 篇 任何 1 之 n 次 质 根 ， 则 

CA ET (28) 

乃 是 1 之 一 切 n 次 根 。 事实 上 ,过 些 乘 方 乃 是 z=1 
之 根 ， 各 相 不 同 的 ; 而 nn 次 的 方程 ， 其 根 不 能 多 
杖 % 个 。 

我 们 不 多 决定 (28) 中 何者 是 1 之 n 次 的 根 。 就 论 
， 琵 改 9 篇 1 两 % 之 最 大 公 揭 数 ， 则 (r) ?= (”") 
-le 故 设 9>1, 而 生 <mw 站 非 入 1 之 m 寺 


根 。 但 设 g==1， 则 可 有 整数 与 ?存在 〈 第 七 篇 32 
秘 )， 能 a 十 bn 二 1 者 。 
内 是 ， 或 (7?)'=1，0 达 I<n， 可 得 
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和 一 ab+bmt=- (hl) (gn) bl], 

而 7 二 1。 故 设 9=1,，** 是 质 根 。 如 是 ， 已 八 明 
当 7 篇 1 之 任何 % 次 质 根 时 ， 则 斌 当 奥 n 互 愤 ，? 

例如 j= 一 1 乃 是 1 之 四 次 质 根 ， 六 = 一 $ 亦 
然 ， 而 训 = 一 1 非 是 。 

前 面 定理 又 可 如 是 述 之 : 设 " 般 1 之 任何 % 次 质 
根 ， 而 设 1,0,0,…2 篇 整数 入 二 mn 与 % 互 质 ， 则 


,9 Tb (29) 
篇 1 之 一 切 不 同 的 n 次 质 根 。 


29。 设 n 一 pr, p 租 质数， 而 设 "篇 1 之 pr 次 质 
根 。2z?=1 之 n 二 人数 个 根 (28) 中 ,7?,7?,…9?' 乃 是 
zo"! 二 1 之 pr! 个 不 同 的 根 。 其 余 产 一 p"! 个 根 乃 
是 1 之 p' 次 质 根 。 放 (26) 之 根 乃 是 1 之 一 切 p' 次 
质 根 。 

窝 完 戊 24 凶 之 讨论 ， 可 苯 明 此 方程 於 一 切 有 理 
数 僻 域内 不 可 化 。 此 休 基 礁 一 极 重 要 的 补 题 上 。 
从 特 例 仿 一 3y 十 1， 此 祖 题 说 明 此 画 数 乃 是 有 理 


mW 
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傈 数 的 二 因子 之 积 ， 突 当 过 些 侨 数 是 整数 时 黎 如 
此 。 此 则 从 了 节 内 已 发 之 。 
30， 高 斯 之 衫 题 疏 如 一 整 丁 数 ,/(z)， 其 傈 数 
篇 整 的 ,最 高 的 敢 方 者 是 1, 乃 是 二 上 整 页 数 之 积 : 
$7) =2" tbr tb Yt) 一 2 + ov"! 
十 … 十 bm，( 保 数 答 有 理 的 ) 则 这些 保 狂 是 整数 。 
将 分 数 刀 ,…bm 化 成 有 最 小 公 母 Bo 者 ,而 设 


Ee 因 之 ，Bo,…B 无 公 因 子 。 仿 此 ， 可 融 6; = 
， 而 Yo … Yw 亦 无 公 因 子 。 用 BYo 乘 /=， 


了 ， 得 

Boyo f (2) = $1 C2) * YW (72) (30) 
和 施 陛 ， 和 (z) 一 Bozm 十 Bizm 十 … 十 Bn， 中 1 (2) 一 
Yozm 十 Yo 一 十 … 二 oo 人 备 Bo=Yo=1， 则 此 补 
题 已 发明 。 今 发 Boyo>1, 则 (30) 左 端 之 每 项 是 Bo 
Yo 之 质 除 数 2 之 倍数 。 一 切 B 不 能 均 有 公 因 子 pe 
届 6 需 和 (zz) 中 第 一 傈 数 ， 不 能 需 p 除 者 Y 中 亦 
至 少 有 一 个 不 能 用 p 除 者 ， 令 设 Ys 篇 其 第 一 个 。 
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一 一 -一 -一 


2) (2) 中 of 一 之 稿 傈 数 是 Bye 十 Be: 
Ye + Bi_a¥rtat 二 BryYeit PiteYr-zt+ ,此 
数 必 能 篇 2p 除 ， 困 (30) 左 端 之 每 项 均 能 需 了 除 。 
照 所 股 ，Bi, Bi_2，… 与 Yai, Ye-2，… 可 篇 p 除 ， 
故 BiY; 亦 必 可 除 ， 此 邹 不 合 o 

8381. (26) 不 可 化 之 杂 极 多 ， 令 将 克朗 纳 格 
(Kronecker) 之 第 一 座 重 儿 出 。 和 欲 杂 明 用 (26) 定 
下 的 画 数 / (2) 於 有 理 数 俩 域内 不 可 化 ， 世 须 指 
出 .fo) 不 是 二 整 傈 数 的 多 项 式 $(z) 与 出 (2) 之 积 
便 行 。 邻 设 f(x) 可 解 篇 因子 f(x) =$(%) (2X)。 
於 x=1， 得 p= 中 (1) 中 (GD。 因 2 篇 质数 ， 其 一 整 
数 如 4$ (1) 必 篇 土 ]。 设 ?篇 1 之 pr 次 搞 根 。 一 切 托 
根 都 已 见 共 (29)， 於 此 1,4,3,…l 表 出 疆 知 一 
2 整数 << 和 与 妨 互 质 者 。 由 29 节 , (29) 乃 是 (26) 
之 一 切 根 。 故 $(2) 讼 其 中 一 数 代入 z 时 必 成 0， 而 

中 (六 ) 再 (3) pr) (TD 一 0。 
换 营 之 ， 和 将 任何 次 质 根 ?代入 时， 画 数 
P(E) =p (2) br) pre) (0) 


一 


ae 


前 文 所 进 定 理 之 钵 % 


成 0。 因 了 P(z) 於 f(z) 之 每 一 根 光 成 0， 而 了 (x) 之 
根 均 不 同 ， 故 P(z) 可 篇 J(%) 所 除 。 如 是 ，P(2) 
》 = je).y(z)[g(e) 需 整 傈 数 的 多 项 式 ]。PCo) 中 
之 数 是 i， 故 秦 %=1， 

[$ (1)]:=p.9(1)。 
y 因 %(1D) = 士 1，2 不 能 除 [$(1)]:。 帮 假定/(2) 可 

化 郭 不 合 。 

32。 21 季 内 定理 之 苯 , 建立 从 四 补 题 上 , 今 具 
， 也 之 。 
21 侯 内 用 ?天 1 之 一 个 p 次 根 cos J + sin ， 


过 诸 则 用 以 玫 任 何 --p 次 的 1 之 质 根 。 由 28 节 ，(9) 
、 篇 1 之 一 切 杂 Pp 次 根 ; (10) 亦 然 。 故 若 乱 1 之 任何 
| 一 扶 根 p 次 者 , 则 (10) 可 恰 如 21 节 之 外 成 篇 遇 期 。 
) :3。 初等 代数 学 内 便 指出 ， 珊 如 一 方程 Ko) 


=0( 傈 数 和 雳 实 者 ) 有 一 厅 根 w+ 仇人 = 一 1，5 坟 
0)， 则 并 有 aw 一 记 圳 根 ， 而 了 4) 有 因子 由 (2 一 人 
~\ -0—ib) (一 4 十 过) = —20r4 0 二 如 。 因 四 (82) 
扰 因 子 x 一 4(d 篇 实数 ), 帮 扒 实数 僻 域 内 不 可 化 。 
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而 此 印 是 下 面 补 题 之 特例 : 

神 题 I 说 了 (z) 和 与 w(z) 需 整 西数 ， 保 数 在 忆 ， 
而 $(z) 在 D 内 不 可 化 ， 旧 车 F(z) 於 $ (zx) 一 0 之 一 
要 zi 太 0， 了 (o) 即 是 4 中 奥 -- 保 数 在 内 的 娄 因 

茵 常 求 了 (7) 和 与 $(%) 之 最 大 公 因 子 9(2) 窗 须 用 
有 理 算法 便 行 ， 故 g(?*) 之 保 数 在 D 内 。 又 ，g (z) 
非 篇 常数 ， 因 了 (zx) 与 8(%) 有 公 因子 z 一 zie 因 
(2) 於 D 内 不 可 化 ,其 因子 g(2) 必 等 认 只 (z) 5 篇 
常数 。 故 $ (2) 与 g(z) 篇 了 (YX) 之 因子 。 

系 谣 卫 (7X) 之 次 数 <<$ (x) 者， 上 则 下 (x) 之 保 数 
均 乱 0。 

34。 补 是 I 1 之 p 光 袖 根 ?之 间 数 J() 可 人 
之 成 正则 式 

cor 十 179 十 G279 十 + 十 Cp_ar9 (31) 
当中 从/ 之 你 数 之 匡 而 数 ( 保 数 亦 二 )。 了 
J(") 之 癸 册 有 再 的 ， 则 腾 有 一 框 正则 式 。。 
”re= 1,7 寺 1,? 是 | i 


~ 
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wx?—1 


t=0 (82) 
之 根 。 雍 12 十 922 十 … 十 9 十 1T=0 (33) 
用 ”r=1， 可 使 (7) 作 此 形式 : 

一 Co 十 Of 十 0202 十 十 do ap 一 lo 
用 do 委 (33) 由 此 沽 去 ， 即 得 

Jr) =L409 士 4202 十 … 十 A rn (34) 
於 此 4,= 必 一 co。 因 (9) 以 某 次 序 与 (10) 相 同 ， 故 
可 使 (34) 作 正 则 式 (31)。 袖 题 之 第 一 段 於 是 已 
症 明 。 

邻 再 假定 起 初 的 函数 (7) 之 保 数 是 有 理 数 。 於 
是 a 与 4; 均 篇 有 理 数 。 如 是 ， 卓 Jf(7) 慧 能 作 一 
种 形式 (34) 表 之 。 芋 若 

£0) = Br+ Boer?t + By rl 
亦 基 一式，Bi 篇 有 理 数 ， 则 相 沽 开 翼 去 + 和 后， 得 
0=41 一 Bi 十 (4 一 Bz)7? 十 … 十 
(Ap-1— Bei1) 3?, 
休 数 篇 有 理 数 。 但 (32) 於 有 理 数 仿 域 内 未 可 化 ， 
故 由 前 凶 之 系 ， 每 一 保 数 4 一 BB 篇 0。 
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85. 沈 期 (16) 有 此 重要 属性 ， 从 了 易 以 mo 时 
均 扰 多 动 。 如 是 则 "7 可 易 篇 (7 一 92， 伟 一 
角 期 "之 任何 一 项 可 用 其 次 项 易 之 ， 末 项 则 用 首 
项 易 之 ， 鞋 

gr= gr 1=1 (mod. p)o 

36。 视 题 II 1 之 次 质 根 之 任何 整 丽 数 (7)， 

其 傈 数 w 赵 整 的 ， 夫 有 此 属性 ， 倘 7 易 以 ro 时 ， 


A TT 


可 仍 不 要 者， 等 从 -过 期 之 一 次 国 : 


kono 十 En 十 …， 十 /im (35) 


将 .入 作 正 芭 式 (3 ， 但 7 之 乘 方 列 之 篇 (15) 
式 : 
f 0) =eo0rt+ C07 + Cogr + tp en De 
十 Cu 十 CR 十 Gorn9 tk 十 


。 ugtf— letk 
十 局 jl 1 9 


将 7* 易 以 学 ， 则 任何 列 之 乘 方 均 圭 驾 饮 末 。 所 得 


一 
， 


~/ 
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两 数 之 爸 数 必 等 於 了 (7?) 者 ， 故 
On 二 CC 一 026 "CIK = Cops 
(k=0,1,.…6—1)o 

如 是 ， 每 列 中 之 诸 c 此 等。 上 萄 去 公 因 子 ， 邵 得 + 诸 
琵 方 之 和 ， 定 一 授 期 ms。 故 .f (Y) 一 coe 十 comh 十 
"十 CopMgp 十 "十 Coo-inem1o 

37， 祖 是 TV 1 之 p 次 偶 根 之 各 国 娄 10) ,其 

用 补 题 DT 和 锥 e= 1 则 mm = 十 9 十 ?9 十 … 十 
”9 ”篇 仅 有 的 届 期 。 由 (38) ,mo= 一 1; 故 由 (35) 
f(7) =— ho 

小 。 兮 万 可 琅 21 之 定理 一 刁 二 。 第 一 ，"lo，… 
-+ 乃 是 

Fo) = (2 一 mo (2 一 市) (tthe) =0 

之 根 。 甚 傈 数 需 之 相称 画 数 ， 傈 数 乱 整 的 。 将 
" 易 以 ” ,区 些 通 期 即 轧 转 黎 互 , 朗 是 , rw 易 篇 由， 
4 易 入 和’, 等 等 。 故 其 相称 男 数 不 列 动 ， 而 照 祖 
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是 IT， 等 於 一 整数 。 定 理 一 印 已 明白。 
其 次 ， 通 期 (2 了 ) 乃 是 | 
p(T) 一 (和 一 人 有) (FH— Nerg) FW egets) =0 
之 根 ， 其 傈 数 乃 是 (21) 之 相称 画 数 ( 傈 数 需 整 ) 。 
若 * 易 以 ro 时 ， 和 后 者 序 报 转 殉 互 。 故 由 补 题 ZI7 
印 得 定理 二 。 
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周 率 各 之 压 和 鬼 及 
其 超 逢 性 
David Eugene Smith 著 


1。 问题 之 性 质 。 人 类 最 初 淮 确 测 量 得 的 面 
积 ， 自 然 是 交角 方 形 ， 尤 是 正方 形 ， 和 无 疑 。 的 于 
角 方 形 之 焉 有 度量 上 的 公 单 位 可 通 狗 之 ， 旭 此 问 
题 不 座 解 决 了 ; 而 实用 上 ， 亦 各 可 找 得 此 。 其 第 
二 步 或 者 是 测量 平行 方形 或 三 角形 ， 和 后 此 则 粕 之 
以 梯形 ， 最 普通 的 直 舟 形 放 是 完了 。 理 论 上 ， 运 
些 多 稳 形 之 测量 向 不 大 肉 ， 而 由 此 则 其 他 多 泪 形 
之 面积 亦 已 可 求 得 。 及 至 求 曲 入 形 之 面积 ， 序 有 
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困 交 了 ， 其 最 普通 者 ， 古 时 已 早 有 此 项 努力 ， 想 间 
求 得 一 与 已 知 圆 等 秆 的 正方 形 ， 然 后 由 此 计算 轩 

之 面积 。 换 首 之 ， 即 是 “ 求 轩 之 方 ”的 问题 。 倘 《 

党 能 求 得 一 与 圆周 等 长 的 丛 入 ， 则 此 问题 部 可 解 , 


决 ; 认 是 此 问题 成 篇 “ 求 图 周 之 直 稳 ”的 问题 了 。 

而 倘若 我 个 能 求 得 圆周 率 < 之 值 条 一 整数 或 分 数 / 
或 小 数 ， 旭 此 闫 题 又 不 享 解决 ; 双 因 可 用 界 尽 与 

品 规 作 某 种 圆 形 故 ， 所 以 车 能 以 有 限 数 的 平方 根 

表 x， 换 首 之 ,车 能 用 有 更 算法 及 帮 有 一 定数 的 { 
平方 根 之 无 理 算法 表 出 xz， 则 此 问题 亦 序 可 解 。 
反之 ， 凡 用 界 尺 与 圆规 乱 之 的 几何 作法 ， 钴 要 旗 
决定 二 直 棕 之 相交 ， 一 称 与 一 辆 之 相交 ， 或 二 转 
之 交 ， 等 外 有理 算 法 或 于 平方 。 故 凡 不 如 是 者 ， 
朗 不 可 作 ( 参 嗣 第 八 篇 2, 坟 雨 凶 )。 众 是 此 问题 成 
篇 决定 之 性 里 的 阐 题 ， 妇 是 否 篇 一 代数 方程 
之 根 ， 可 如 是 得 之 者 。 

2、 此 问题 之 历史 此 问题 之 历史 可 分 篇 三 时 ( 
代 险 之 。 第 一 时 代 自古 时 至 十 七 世纪 之 中 ; 此 时 
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代 中 大 都 是 求 一 正方 等 伏 一 已 知 的 圆 者 等 努力 ， 
或 用 目前 的 初等 教科 书 中 所 述 的 那 种 纯粹 休 何 方 
法 ， 求 工 之 近似 值 。 第 二 时 代 葛 有 一 百年 之 久 ， 
自发 好人 微 积分 起 至 1766 年 良 伯 (ZamzerD) 发 表 关 
於 此 的 著作 正 。 此 上 时代 中 之 特色 ， 乃 是 解析 方法 
代 了 古 时 的 灵 何 方法 ， 研 究 者 中 之 尤 著 名 的 ， 有 
牛顿 ， 莱 伯 尼 兹 《Leibnitz), 柏 洪 利 尔 昆 仲 〈Ber- 
noulli)， 欧 拉 (Bwler) 等 族人 。 运 时代 中 ， 不 用 
古 时 的 “ 渴 荔 法 ”， 而 用 扰 限 级 数 及 乘积 以 求 元 之 
值 ， 有 欧 氏 公式 等 。 第 三 时 代 则 自 十 八 世 和 志 之 中 
起 查 至 今日 ; 其 特色 在 求 x 之 性 里 ， 是 否 篇 有 理 
的 , 抑 傈 代数 的 或 超 绝 的 。 所 于 “代数 数目 " 者， 
帮 是 能 需 方 程 Co 十 COiz 十 Ca 十 … 十 Co 一 0 (Co 
“…Cs 篇 有 理 数 ) 之 根 的 数目 ; 不 旭 称 需 “ 超 艳 
数目 "。 又 ， 倘 一 数目 是 一 代数 方程 带 有 理 傈 数 
者 之 根 ， 妈 必 亦 篇 带 整 傈 数 者 之 根 。 坊 此， 我 们 
可 限 於 整 保 数 的 方程 。- 
第 一 上 时代 之 开始 ， 已 在 有 史 以 前 ， 娃 榴 上 载 
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之 值 篇 8 上 十 时 大 部 如 是 。 巴 比 偷 (BaBylonianm) 
人 入 对 此 的 见解, 泛 仿 未 有 所 知 ,而 古 印度 人 及 中 国 
人 之 上 证 各 载 ， 刚 不 可 靠 。 但 在 埃及 人 方面 ， 则 
件 约见 四 于 年 前 的 之 值得 全 或 3.1604 ……，。 

古 希 脸 哲 学 家 中 ,全 有 不 少 的 人 想 解 决 此 图 题 。 
最 初 冯 此 有 供 献 的 , 入 伊里 之 希 壁 焉 司 (Hippias 
of Elis) (起 元 前 四 百 欠 年 ) ， 他 长 见 一 曲线 ， 印 
所 性 “ 求 看 曲 稼 ”(quadratriz) 者 是 。 此 则 禾 芋 党 
称 篇 地 比 司 德 科 图 (Dinnstratus) 氏 之 曲线 ， 昔 他 
合群 帮 是 完 过 此 。 

此 曲 牧 可 壕 之 如 下 : 以 直角 举 标 系 之 起 点 篇 必 
作 单 位 图 ， 改 Q 和 与 需 二 点 ， 以 整齐 的 速度 一 从 
48 弧 上 一 从 08 牢 甜 上演 动 ， 由 4 与 0 同时 起 ， 
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并 同时 至 了 8B， 则 0Q@ 奥 点 0B 之 蛋 牺 之 相交 点 P 作 
出 一 求 直 曲 舟 。 运 训 ， 继 坐标 ?与 角 4 乱 比例 的 。 


当 y=1 时 ， $= 地 故 $= 于 本 “Yo 又 因 
” 9 oretn 如 ' 艇 加 一 tm 可，g， 而 
\ 2 一 o 因 之 ， 此 曲 粮 允 > 寺 於 
a 
) 
z= lim y 2 
YN y=0 tom 亚 2 


仙 我 们 能 作出 此 曲 铬 ， 则 名 能 得 此 值 ， 因 而 不 外 
由 此 以 推 x。 然 作 此 曲 机 之 困难 。 则 奥 求 同 ， 
实际 上 乃 是 相同 的 问题 。 
与 希 长 同时 者 ， 有 安 抵 风 (4niiphion) 与 柏 拉 穆 
(Bryson) 二 人， 目前 解 初等 净 何 学 上 问题 的 广 
法 ， 他 们 多 所 供 豆 。 安 扶 用 内 切 多 远 形 增加 选 数 
之 法 ,以 求 圈 面 积 之 近似 值 。 杆 氏 划 芯 内 切 形 外 ， 
兰 作 相似 的 外 切 形 。 而 以 篇 图 之 面积 ， 乃 是 前 二 
者 之 算术 的 在 均值， 所 发 吧 不 合 ， 但 又 逼近 了 一 
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步 。 安 天 方法 ， 实 已 天 近代 人 微 策 算 法 之 先 调 。 
想 求 图 之 方 的 第 一人， 是 均 帕 克拉 底 (Hippo- 
orates， 纪元 前 450 年 )。 他 医 明 信 於 直角 三 角形 
之 各 兆 上 如 图 所 示 作 定 图 ， 划 月 形 4 等 於 三 角形 
4 此 法 庆 圈 之 普通 问题 上 实 无 所 供 责 。 


一 汐 


希 胶 八 中 之 最 有 供 献 者 ， 人 篇 亚 夏 默 德 (hrchi 
medes)， 他 有 量 疾 法 之 命题 三 条 。 实 陈 上 ， 他 的 
方法 仍 是 增加 内 外 切 形 选 数 之 法 ， 以 全 数 授 行 ， 
奥 信 日 初等 歼 何 学 中 者 同 。 用 此 法 , 他 来 得 3 闻 


>x>3 了 了 放 3 十 认 科 下 区 率 ， 而 因 其 便 雁 


针 算 ， 至 邻 仍 浊 用 之 。 其 后 托 来 未 (Pivlemg) 改 
良 亚 民 率 ， 得 x=3.14166.….…。 


-在 印度 人 方面 ， 胸 当 筷 元 后 五 百年 时 ， 甚 率 亦 
和 与 此 相似 ; 亚 拉 巴 太 (hryabliatia) .全 就 工 =3， 
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1416。 稍 化 ， 旧 有 装 引 志 古 太 (Bralmagwupia) ， 
所 得 值 与 亚 氏 这 同 。 当 中 世 守 时, 此 率 使 用 极 广 。 

在 中 国信 方面 ， 蕉 此 颇 有 可 注意 的 获得 。 束 澳 
安帝 时 人 张衡 ( 西 唇 78-139 年 ) 鲁 得 x= ~V10。 税 
此 ， 则 当 三 国 时 爱人 王 蓝 ( 西 唇 229-267 年 ) 求 得 
7x 二 142:45 或 3.1555..， 而 同时 刘 微 用 一 种 方法 
奥 安 抵 风 法 相同 者 ， 获 3.14。 最 可 注意 的 ， 则 篇 
宋 未 南 审 祖 溃 之 ( 锡 当 西 唇 四 百 余年 时 ) 的 发 见 ,， 
他 求 得 式 之 值 在 3.1415926 和 与 3.1415927 之 间 ， 
并 知 池 与 秆 3 万 是 其 近似 值 。 后 者 区 常 称 仍 安 
托尼 北 (4driaen 4otjonisz， 十 六 七 世纪 时 人 ): 
率 , 实则 透 氏 早已 发 见 了 。 其 后 温 有 人 计算 此 值 ， 
惟 未 有 良好 千 果 。 清 初 康 申 时 (十 作 世 纪 之 初 ) 所 
握 :数理 精 若 ”上 载 之 值 至 十 九 位 。. 

欧洲 当中 世 和 时 ， 皮 舍 诺 《Pisano) 求 得 x = 
3.1418。 自 后 站 至 十 七 世 包 时 , 始 有 安 托尼 兹 重 发 
网 中国 租 溃 之 在 千 儿 年 前 所 早已 知道 的 值 3 。 
同时 有 和 维 太 (Jiite) 用 希 县 人 的 方法 ， 取 6"2 婉 
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形 ， 求 得 之 值 奥 邻 时 所 用 有 九 位 相同 。 而 器 曼 
(4. Romanus, 亦 当 此 有 时) 剧 讨 算 之 值 至 十 七 位 | 
小 数 。 稍 后 ， 即 有 重 道 贸 夫 (Ludolph) 推广 至 三 (, 
十 五 位 , 因此 , 至今 德国 方面 有 称 x 篇 得 区 数 者 。 
最 后 ， 基 耕读 (Huygerms) 用 此 项 方法 ， 族 取 60 四 
形 ， 而 得 九 位 之 数 。 第 一 时 代 於 是 告 移 了 。 r 
第 二 时 代 以 十 七 世 和 和 后 咎 和 篇 始 ， 已 有 新 的 解 
析 方 法 供应 用 , 牛 恒 ， 羔 伯 尼 夷 ， 标 坊 (Fermab) ， 


华里 士 (Wal1is)， 白 朗 克 (Brouncker) ， 伯 诗 利 昆 1 
仲 等 於是 大 有 供 南 二 时 的 区 何方 法 到 此 不 用 了 ， 
其 所 用 者 性 质 上 与 前 此 的 根本 不 同 ， 乃 是 解析 的 \. 
表 出 x， 展 之 篇 殷 限 级 数 或 乘积 。 此 中 首 篇 非 时 , 


士 之 工作 ， 他 赴 明 


此 向 奸 之 蜂 史 is 


ee 


此 第 二 连 分 式 ， 宣 则 白 朗 克 已 得 之 ， 殿 扰 证 。 
”此 时 所 得 最 重要 芍 无 月 级 数 用 以 计算 轩 者 ， 是 
格 里 郭 (J. Gregory) 斌 1670 年 及 菜 伯 尼 组 蕉 1673 
年 所 发 见 的 般 数 : 


2Z38 .05 拉 
村 十 一 林寺 


格 兵 傅 知 扎 研 究 此 航 数 之 收 竹 性 ， 菜 氏 则 稍 后 和 从 
事 之 , 格 氏 并 全 说 深 , 普 通 图 之 属 形 熏 其 内 切 或 外 
切 形 之 面积 之 比 不 能 用 有 限 数 的 代数 项 表 出 之 。 
orc tan 2 之 圾 数 中 短 z=1， 即 得 


T1111_1,... 
1- 可 + 证 下 十 


然 此 级 遇 收 钱 极 慢 ， 实 用 上 颇 不 便 。 通 常 此 级 数 
称 和 起 菜 氏 级 数 ， 实 旭 非 彼 一 人 所 发 见 。 倘 蕉 此 极 


C1e tan 7 一 2 一 


数 中 不 改 一 1， 而 识 “= /三 ， 则 得 


/二 沿 + B82. 


1 
7 
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此 较 前 者 篇 便 於 用 。 若 更 用 反 三 角 画 数 上 之 定理 
加 以 禾 化 ， 则 可 得 更 便利 者 : 也 =4 arc tan 言 一 


1 
OIC tan Z89 


-4(5 -ht +t) 


~ (9 i + Faas ) 
此 式 篇 竹 镍 (achin) 所 得 ， 用 之 可 计算 nt 之 值 至 
100 位 。 

此 外 ， 略 可 一 壕 者 ， 有 拉 格 尼 (Loguy) 捧 计 
算 至 127 位 小 数 ; 范 逢 (Vega) 至 140 位， 大 才 
(Dase) 至 200 位 ， 黎 希 德 (Richter) 至 500 位 小 
数 ， 山 克 (Shanhs) 至 700 位 。 由 此 ， 可 是 此 项 解 
析 方 法 之 速 中 於 古 法 ,不 过 实用 上 划 自 不 必 如 此 。 
但 并 截 75 之 性 质 ， 究 黄 过 是 一 有 理 数 或 无 理 数 ， 
抱 或 其 他 ， 则 谷 未 能 由 此 穴 。 

解决 此 之 性 贤 的 问题 ， 欧 拉 实 於 共 关於 询 氏 
半数 底 6e 的 公式 建 下 基础 。 试 自 变 老 全 (MacLaw- 


fo) 公式 


此 问题 之 寻 和 由 117 


f(D) = FO FA)+ OT + E+ 


2 3 
入 手 , 可 知 6 一 IT 十 z 十 3 + 哥 十 …， 


一 交 
008 % =1 可 十 可 


“多 


， 03 | 06 
NT 一 4 一 十 二 一 … 
31 5 ’ 


均 是 收 钱 的 。 由 此 ， 欧 拉 其 角 
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62 一 十 2 一 一 - 一 100 
+ 本本 二 
以 及 isin w=iv— e+ i 
31 51 “ 
故 62 一 CC82% 十 人 381 Xo 


发 =， 即 得 咪 = 一 1， 或 1 十 co=0， 

此 式 内 所 含 五 个 数 ， 画 是 数学 上 最 可 注意 者 。 欧 
找 得 此 式 后 欧 百 有 五 十 年 ， 关 藉 其 助 以 表明 之 
超 丰 性 。 

砚 拓 温 作 出 其 他 7 与。 之 天 保 ， 以 及 用 做 限 般 
数 及 乘 桔 奥 速 分 各 样 的 才 出 此 二 者 之 值 。 例 如 
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Te 1 1 1 
1 
强 + 训 名 + 而 


mm 22 32 52 72 112 
6 1 1 R17 I II ， 
»。,1 
| 
2+1 
e—l1_1 i+I 
“5 TH T+T 
5 4 
10+1 Ti 
i4 十 I 
8 十 ,”? 


第 三 上 时代 以 良 伯 之 著作 篇 始 。 他 於 天 於 此 的 著 
作 中 有 二 根本 命题 : 
(1) 设 % 篇 有 理 数 非 篇 0 者 ， 卓 % 不 能 篇 有 
理 的 ; 
(2) 设 @? 篇 有 理 的 ， 非 0， 则 2 不 能 篇 有 理 
的 。 


他 自 欧 拉 之 “二 :的 公式 ( 见 前 ) 入手 ， 而 指出 
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6 一 1 


6 十 ] 2 1 
wil 
sl 
以 及 lan z= 小 多 1 |.. 
i L 
vw 3_ 1 
: 多 5 _ 了] 
2 了 
2 9_,. 
人 » 


由 此 项 连 分 , 他 即 得 如 是 的 结论 , 其 证 实 不 髓 格 。 
内 4 = 于 我 们 得 tom 于 =]， 故 他 鹏 不 能 外 
有 理 的 。 良 拓 之 训 ， 和 后 炙 菊 根 德 (Legendre) 篇 之 
条 正 。 故 7 之 扎 理 性 ， 窗 由 荣 拓 始 酚 明之 ， 他 并 
全 证 得 z 之 无理 性 。 

其 克 有 房 稚 莱 (Lionville) 在 1840 年 恰 明 6 不 能 
需 有 理 傈 数 的 二 次 方程 之 棚 ， 即 ， 倒 ,6,c 是 有 
理 的 ， 则 此 方程 ez 十 be 十 6c 二 0 不 可 能 。 此 宣 篇 
得 实 菜 氏 裔 之 第 一步 , 即 x 或 者 非 篇 一 代数 数目 ， 
不 能 满足 有 理 保 数 的 代数 方程 。 於 是 问题 分 答 二 
重 : 但 有 代数 方 稳 ， 则 何 种 项 数 有 限 休 数 有 理 者 
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能 篇。 与 x 所 育 足 ?有 无 此 项 不 能 满足 如 是 方 
程 的 数 自 ? 半 此 第 二 重 桨 氏 已 疑 及 之 ， 而 摩 氏 则 
认 1844 年 膝 明 确 有 不 能 满足 前 述 的 代数 方程 的 数 
目 ， 故 可 分 数目 篇 代数 的 与 超 息 的 二 类 。 

1873 年 上 时， 赫 未 用 (Hermite) 研究 指数 落 数 之 
粘 果 ， 倒 明 是 超 移 数 ， 其 后 即 有 林 德 曼 (Zinde 
mann) 根 据 顽 氏 之 工作 ， 证 明 Tt 亦 是 超 绝 的 。 林 
氏 之 性， 在 共 指 出 方程 wo 十 aiez 十 aae2 十 ae 十 … 
=0 内 ， 指 数 与 傈 数 不 能 泡 篇 代数 数目 。 欧 反方 
程 1I 十 吃 =0 内 傈 数 饶 篇 代数 的 ， 故 指数 记 不 能 
篇 代数 的 ， 因 而 基 是 超 绝 数 。 今 将 先 证 。 之 超 息 
性 ， 然 后 再 论 ro 
. 3， e。 之 超 纶 性 自 厅 天 区 了 明 6 之 超 纪 性 俊 ， 
楼 起 者 颇 不 乏 人 ， 类 多 将 此 辕 题 构成 简单 了; -对 
此 有 供 献 者 仿 希 页 白 (Hilbert) ， 霍 尔 维 茹 (Hur- 
witz) ， 茅 窜 (Gordan) 等 诺 人 。 今 录 一 简单 司法 
如 下 : 

和 欲 规 明 e 塌 超 绥 的 ， 豚 指出 不 能 有 此 项 普通 方 
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Oo+tOiet Ot + O00 (DD 
存在 ， 基 此 "和 需 正 整数 ，Co CC 篇 有 理 数 ，0 亦 
在 内 ， 惟 Co 与 C" 假定 其 非 0， 不 则 次 数 即 释 动 
了 。 篇 简单 计 ， 令 不 用 此 项 普通 %% 次 的 方程 ， 而 
三 次 者 ， 即 指出 不 能 有 方程 
Oo+t+Oiet+ Oe Oe =0 (2) 
此 项 菩 法 ， 实 质 上 扰 加 万 普通 次 者 ， 然 务 可 科 
便 些 ， 丈 易 广 之 至 普通 方程 。 我 们 可 先 一 论 二 重 
要 卫 数 ， 因 使 用 多 ， 玫 之 篇 Fa) 与 F(x)。Jf (x) 
和 起 有 理 整 夯 数 和 次 者 ， 而 ./0) =0， 共 形式 作 
f 2) 一 ai2 十 02392 十 0a08 十 十 Orn0n 
“和 乱 有 理 数 。 此 伍 ， 在 放 于 出 一 画 数 
f(x) = 2 CC-3) 了 了， 
此 中 p 篇 里 数 ， 和 后 当 定 之 。 说 


wr-1[ (2 一 1) (2 一 2) (2 一 3)] 加 
f (2) 一 PT ai2 十 


&a02 十 0a08 十 … 十 Cn2P 9) 
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期 可 知 如 =32 十 2 一 1， 而 or- 篇 非 是 0 的 第 一 保 / 
数 ， 因 > 之 最 低 乘 方 是 zt。 著 广 之 ， 划 可 使 其 


分 子 篇 2 了 [Cw 一 1) (x 一 2)…(wz 一 m) ]?， 但 於 此 : 
前 者 已 够 用 。 _ ， 
至 其 他 一 莉 数 ， 则 如 下 : 
FP(z) = (2) tf (8) + (2) 十 … 十 ¢ 
f(T) (4) , 
於 此 广 (z) ,… 中 (w) 需 Fo) 之 各 次 引 生 。 今 先 
述 三 补 题 ， 而 其 证 则 俊和 后 面 : ( 


补 题 I 设 f(2)=a1z 二 as 他 十 … 十 4nw*， 而 设 


5S， 和 需 er 航 数 之 首 % 项 之 和 ，S1 一 1]，Ss 一 1 十 I ， 


Ss=I+ 本 十 闸 o's ap 
则 由 (4 FE) =11 Sa +2! Saat 3! Saas + 
Sa (5) 
而 (0) =1at2 0 81 :+nian (6) 
鱼 题 开通 pp 篇 里 数 ，n 篇 正 整数 ，0o C01， \ 
0s,0s, 篇 整数 ， 
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如 CoP(0) 二 CuPGd) 十 CoF(2) 十 CsF(3) = 
0031)7+pQ (7) 

从 此 8 篇 整数 盘 庄 C 及 p 所 决定 。 
补 题 II 设 4.=|]a|,4,=jas|,*…An= |an|， 


而 及 = |z|， 
唱 41 总 十 了 2 下 十 443 十 … 十 An 二 
LTD HD KES 


(2— 1)1 人 
入 手 时 先 写 出 於 x 任何 值 均 收 化 的 航 数 以 定 e?: 
2 一 v2 03 ， 多 全 。 
“一 1+zZ 十 可 十 可 十 十 而 士 (9) 
并 仍 照 补 题 了 中 以 Sx 天 此 节 数 之 首 % 项 之 和 。 叉 


可 认 


二 
和 GT 
一 02 人 ne 一 42 
如 Vi 一 % 十 每 二 十， = 二 每 十 


je | 
肝 4 十 :等 等 ， 而 用 128 nl 糖 详 乘 (9)， 


则 得 
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11e=18 + 十 委 十 过 + ‘=11D+ 0, 


3 有 
216=2162+2 十 本 十 半 4 二 一 21 62+ Uz 


nn 1 
2 二 2 
nier= nln 二 2" t+ 
一 01 十 Uno 
用 (3) 之 诸 保 数 a1,02,…aa 乘 (11)， 并 相 加 之 ， 
即 得 


(1 49210 二 二 NG er 二 (11 Si 二 +21 S20 十 
+ NlSxan) 二 (01 U1 十 Gz Us 十 …) 
由 (6) 知 (0)=11g1 十 2182 十 和 … 十 nlan， 
由 (5) To) =1oo 十 28 十 十 观 
SnQno 
故 即 得 ”FC(0)e? 一 了 (zz) 十 qi 十 Qa02 十 … 十 
anUno 
篇 便利 计 ， 设 由 (2) =a DD 十 anU。 (12) 
於是 有 LO0)er= PF(%)+Y (2) (18) 
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1 因 之 ， 我 们 得 一 6 之 式 ， 和 与 了 (zz) 或 序 和 与 (3) 中 之 


了 相关。 
、 让 於 (3) 夫 < 不 相 科 以 0,1,2,3 代入 ， 用 06， 


0Q1,C2,0s 葬 之 ， 邵 : 
F(0)Oo = C0F(0) + Coy (0) 
5 F(0)Oe = O.F(1) + Cw (1) (14) 
F(0) C2e? = C.F(2) + Cy (2) 


FO0) C0 = OsF(3) + Cay (3) 


， 加 之 得 F(0) [Co 二 Cie 十 Cae 十 Cact] = 
CoF (0) + OTF) +O.FY) 十 Cs703) + CYy(0) 十 
7 Oy (1) + Oy (2) + Cup (3) (15) 
》 我 们 的 目的 ， 是 欲 痪 明 Co 十 Ce 十 Ca262 十 Cse8 一 
0 之 不 可 能 ， 故 若 指出 (15) 之 不 可 能 , 分 明白 了 。 
) 由 (7)， 若 (15) 可 能 ， 即 (2) 可 能 ， 则 得 
0 = [Co(8D? + pQ] + [Coy (0) + CD 十 
Czy (2) + Ca (3)] (16) 
、 故 现在 的 问题 ， 是 在 囊 明 (16) 之 不 可 能 。 欲 表 
此 ， 须 性 明 四 


| 
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(1) Co(31)? 十 pQ@ 之 绝对 值 大 於 或 等 於 1; 以 及 
《2) Coy (0) 十 … 十 Cay (38) 之 绝对 值 小 於 1o 
蔓 如 是 旭 可 得 土 1 士 2 = 0(m<1)， 因 而 (16) 不 

可 能 。 

(1) 设 p 篇 质数 >>3， 非 Co 之 因子 ， 则 Co (31)? 
不 能 篇 p 所 除 ，p@ 旭 可 篇 p 除 。 因 06 非 0， 故 
其 友 对 值 三 1。 

(2) 我 们 知道 许 数 之 和 之 绝对 值 ,小 於 或 至 多 等 
长 表 数 之 绝对 值 之 和 ; 例如 | 2 一 2 十 2 一 2 |=0， 
而 |21 十 ;一 2| 十 | 一 21 十 |21 = 8。 而 诸 中 姑 篇 
(10) 中 之 如 所 定 。 由 (10) 

Uw [It at rr + 
如 (3) 那样， 衣 1z| = 全， 得 


[= 所 J 
Un 三 从 [+ nt TF) (RD 二 ] 


而 


Un <X" [1 + 全 + 污 六 -+ | 


因 和 后 者 之 分 母 均 小 了 。 由 (9) 


人 ~ 
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一 


[Ur| <X"er (17) 
仿 此 ， 设 |a1| = A1， 等 等 ， 印 得 

» wo) [<ANT tA Us t+ An| Uslo 
. 照 (17)， 并 使 移 次 篇 1,2, …， 名 得 

. jo) | eit 4 和 4 7 十 二 如] 

1 8) WD |e EL EH CH, 
' 故 | yy) | < er (FEHD (X42) (X+3) 
| [XX+Y) (XR+2) (H+3) 1! (18) 
7 (p— 1)! 


对 於 站 之 任何 值 ， 可 取 枉 大 的 2 你 


CECEHED CHD C+ pT 
+ : (2 一 ])1 


小 ， 故 了 充分 大 时 | 申 (0) | | 中 (|, | C2)|， 
ly 人 3 ] 均 司 随 疙 使 之 小 。 因 之 ，0o 中 (0) 十 Ci 由 
(1) + Czy(2) + Cay(3) 之 艳 对 值 ， 必 可 使 其 小 
於 1o 

> 如 是 ， 可 知 (16) 不 可 能 。(15) 不 可 能 ， 即 (2) 
不 可 能 ， 而 。 非 整 傈 数 的 三 次 方程 之 根 。 此 项 村 


成 篇 任何 随意 的 


所 -一 


用 


- . | 
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果 ， 因 长 内 未 党 限 n=3， 故 可 推 至 於 % 次 的 任 
何方 程 。 讼 是 发 明了 。e 之 超 引 性 。 
袖 题 7 之 证 ”我 们 可 写 J 


jc) = =1lo 证 +2102 富 十， mo 区 


则 f (0) = 十 2laa 1 + 310s 全 + 二 tlas 
wl 


(n—1)1 
f° (2)= 21 2 + 3103 + “lm 


f Vz) = tl Ga 
加 之 ， 即 得 

ft tt fs) = 1 Sm 十 … 十 

Nl Snano 

补 题 二 之 改 ” 将 .2) 写作 


卫 。，1Z2-! + Ber + “十 Bio- 2 


过 请 诺 了 均 篇 整数 ， 因 是 装 数 之 入 而 
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Bi=[(-D(-2)(-3)]?= 填 (3))ro 
取 其 各 次 引 生 ， 而 股 2 篇 0， 则 得 
f (0) =0, f° (0) =0… jero(0) =0, 
而 Je-5(0) = Be ss f (0) = DB … Jo (0) = 
pp+1)'.nBno 
玲 (0) = Bi 十 DB 十 … 十 Lp(P 十 了 maB]。 
将 前 也， 之 值 代入 ， 得 CuF(0) = Cu(3D)? 十 阁 多 
有 了 乱 因 子 的 整数 。 
仿 此 ， 可 知 PCD) ,了 (2) , PC3) 均等 於 有 了 篇 因 
子 的 一 和 整数 。 相 加 后 ， 邹 得 (7)。 
补 题 I 之 证 由 


_ wp1 [21 (%—2) (2 一 3 
7 (Pp—D)] 


jc) 各 项 之 号 正 负 相 杂 ， 故 改 篇 正 号 时 乃 能 相等 
得 (8)。 
4.。 之 光 稳 性 ”之 超 厅 性 之 媳 ， 邹 基 座 前 
节 内 之 (13) 与 (18) 二 式 ， 及 IT+er=0 (19) 
设 如 x 篇 代数 的 ， 则 .证 亦 然 ， 郎 坊 有 理 傈 数 
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的 代数 式 之 根 了 。 令 就 取 其 三 次 式 ， 而 假定 其 根 
篇 让 ,yz,ys, 旧 斌 必 在 内 。 

但 因 (19) ， 可 得 (1 十 om) (1T-em) (] 十 em) =0, 
机 1 十 (en 十 6% 十 618) 十 (erity2 十 evatys 十 evatn) 
十 emrheshe = 0 (20) 

今 欲 媳 明 此 式 之 不 可 能 。 

4 ya Ys 之 相称 函数 , 由 假设 (1) 是 有 理 数 , 故 
Yi, yz2， Ys 篇 有 理 代数 式 w (2) =0 之 根 。 ++ 名， 
4 十 Ys， Ys 十 Yi 者 亦 然 ， 故 篇 轴 (2) =0 之 根 。 仿 
此 ， 妇 十 雏 十 妇 篇 和 (2) =0 之 根 。 故 

$2) p1(X) $22) (21) 
篇 ?之 整 画 数 ， 而 当 z 取 纺 ,yy 十 Yr 或 轨 十 Ys 十 Ys 
中 一 值 时 即 戊 0。 但 其 中 有 的 或 者 篇 0， 例 如 及 
个 。 因 此 我 们 可 噜 出 因子 x*， 而 使 (21) 等 於 0， 
则 得 一 方程 2 (z) =0， 并 可 化 其 傈 数 篇 整 者 。0 
根 瞩 挑 出 ，0 (0) 朱 0， 故 可 写 9(%) 作 
0(8) = aa 十 om 1 十 ao 十 十 oo 一 0， 


大 此 a,a1,an 篇 整 的 ，0 与 a 井 0，a 并 是 正和 的 。 


4 


A 


r 之 超 契 性 191 


此 式 不 将 改 秋 其 形 作 凡 (2) = 入 十 访 2n 开 十 Zoo 十 
bn=0 (22) 
这 豪 祭 数 篇 整 者 ， 最 高 乘 方 者 篇 1。 设 9(x) =0 
之 根 篇 x1,%o, xs，'…， 此 即 是 Yy,Yy 十 Ys 十 Yz 十 
ys 中 非 篇 0 的 数目 。 由 (20)， 可 知 必 
天 十 多 十 6 十 e%3 十 二 0 (23) 
今 於 (13) 内 > 处 依次 代入 ztzayza， … 而 加 之 ， 

划 用 (23) 可 得 KK*F(0) 十 下 Co) 十 五 (oa) 十 … 十 
(ow) 十 耻 (m2) 十 …=0 (24) 
我 们 傈 车 十 明 此 式 不 可 能 ， 则 即 知 工 之 非 代数 数 
目 了 。 欲 区 此 ， 则 可 广 

(1) 下 :了 (0) 十 F220) 十 … 篇 整数 非 篇 0; 以 及 

(2) 由 (za) 十 中 (x2) 十 … 之 艳 对 值 <<1。 
著 如 是 则 (24) 朗 不 能 成 立 。 


可 先 误 p 篇 时 ) -eg ]"- 
我 个 可 先 设 p 乱 质数， 而 (2) =- 7 一 


CQmz lwp 1 Or) ]P 
(p—1)1 (28) 


攻 因 人 (2) 保 用 a”"! 生 0(x) 并 设 2=az 而 得 者 。 


1 网 南 


将 [6:(9)] 展 之 ，[Uaa)] 
= 加 ++iez 二 div?++…， 扒 此 让 4 和 整数 ， 而 
由 (22)，4 bP， 族 非 0。 出 (25) 


+ dertart tes G6) 


s+ 十 


0) = Mca + Ay 
0 (p=—D 


到 其 引 生 ， 散 r=0, 得 
/0) =0, f (0) =0, 


fe) =0, Jorb(0) 
=Aiar = barar™, fm) = pAyar, oO) 
=p(p+D) sort 

信 若 如 是 观 择 p， 使 其 大 坝 最 大 的 数目 a 5m， 
下 。 划 -2(0) 不 能 乱 p 除 ， 而 其 他 则 或 篇 0 或 
可 乱 卫 除 。 照 (入 ， 可 知 T(0) 篇 整 数 不 能 用 p 除 
者 ， 羽 :ECO) 亦 然 。 

(1 傈 用 * 一 az， 故 仿 可 使 7) 作 此 形式 : 


B+ ey) + 
4 =D 


mr Bi tony 


零 此 入 篇 (2 罗 之 一 根 ，BBi(s0) ，Ba(sr) ,1m 适 坟 


全 


A 
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之 整 画 数 ， 公 数 篇 有 理 的 。 故 如 前 ， 得 

fr) = 0, f (ze) = 0, f/f” (zp) = 0,., 
fo Dw) =0, fH (vr) = parBi (se), FP Co) 
=p(p+1)art!lB, (2) ,"** 
倘 设 @ (zx) =a?Bi(z4) 十 (p+ 1)artiB, (gr) 十 … 
则 由 (4) 


得 下 (2 一 DG (2) (28) 
故 FZ) 十 (Ca) 十 五 (oa) + .= PLQ) 十 
Q(za) 十 …] (29) 


“但 此 式 之 右 端 乃 是 (22) 之 根 之 整 相称 夯 数 ， 故 
必 歼 的 ,有 p 篇 因子 。 并 前 者 之 结果 ,可 知 K, (0) 
十 了 (zw1) 十 F(zz) 十 … 往 一 整数 不 能 用 p 除 ， 故 非 
是 0， 而 (DD 已 腑 明 。 
仿 慎 其 (2) 。 将 b(z) 写作 
bo) =u(e 一 加 ) (一 oz) …(z 一 oo) (30) 
区 由 (25) ， 得 


@ mt)p lyp ly — wv) P(e — Xo)P... (2— Xm)? 


f (2) = (p—1)! 
(31) 


184 


不 能 大 於 


Qa' m+)p-lyp—l (2 十 癌 )P(Z 十 定 2)2… (w 十 及 mn)? 
Cp-D! 


内 者 。 邻 设 P(X) -ett TY) 
(于 十 Xm) ， 则 礁 任 何 芒 ， 得 人 


To (K+I) (FR+D) K+ [LPO Y. 
(»p— 11 ~ ap-1 D1 


PCD . [POO I 


a * (pp-D)! 
今 可 如 (18) 和 从 事 ， 对 於 忆 之 任何 值 ， 可 选 相 铠 
大 的 p， 伟 


XPT+1) (X+2) (K+I)1? 
(p— D1 


至 随 音 的 小 。 由 (18)，Y (x) 可 和 任意 小 ， 因 之 ， 


下 (21) 十 oa) 十 … 之 息 对 值 可 使 之 小 於 1 窗 要 - 


相当 寺 择 ? 便 行 ; 如 所 窝 苯 者 。 
如 是 , 天 之 超 绝 性 已 明了 。 


< 


a 


2 be 六 


全 
EY 


大 审 _ 


